Corrigé du devoir maison 11

Exercice 1 :

1.
2.

tr(M)=2—1+1=2

Soit M = (mij)lgingn, N = (nij)lgi’jgn, et A € R. Alors AM + N = ()\m” + nij) d’ou t?"()\M + N) =
ST (Amy 4+ nii) = AD> my + D> ng = Mr(M) + tr(N). D’ou tr est une forme linéaire sur M., (R).

i=1 i=1 i=1

Par exemple, poser M la matrice avec un coeff diagonal égal a x, et le reste nul.

On en déduit que tr est surjective, cad que I'm(tr) = R.

. Soit M, N € M, (R), et A € R. Alors f(AM 4+ N) = AM +N —2tr(AM + N)A = AM + N —2(Xtr(M) +tr(N))A =

M + N — 2\xtr(M)A — 2tr(N)A = Af(M) + f(N).

. a) On sait 0 € Kerf. Réciproquement : soit M € Ker(f). Alors f(M) =0 cad M = 2¢tr(M)A (x). En appliquant

tr, on obtient (par linéarité, car A\ = 2¢r(M) est un scalaire) : tr(M) = 2tr(M)tr(A) cad tr(M)(1 — 2tr(A)) =0
soit tr(M) = 0 puisque ¢tr(A) # 3 = 1—2tr(A) # 0. En réinjectant cette information dans (x), on obtient M = 0
b) d’apres a), f est injective, et comme M, (R) est de dimension finie, f est bijective.

(a) H = Ker(Tr), noyau d’une forme linéaire donc (cours) H est un hyperplan
Ou utiliser 3. et le théoreme du rang : dim(H)dim(Ker(tr)) == dim(M,(R)) — dim(Im(tr)) = n? —
dim(R) = n? — 1.
Puis comme dim(Vect(A)) =1 (car A # 0), on en déduit : dim(H) + dim(Vect(A) = dim(M,(R)).
Etudions H N Vect(A) : on sait déja 0 € H N Vect(A). Réciproquement, soit M € H N Vect(A) : alors
tr(M) =0 et M s’écrit M = AA. On en déduit 0 = tr(M) = Atr(A) cad A = 0 puisque tr(A4) = 2 # 0. D’olt
M = 0. Finalement, H N Vect(A) = {0}.

(b) Soit M = MA € Vect(A) : alors f(M) = f(A) = MA — 2tr(AA)A = NA — 2X\tr(A)A = A — A = 0 car
—2tr(A) = —1. D’ou M € Kerf.
Soit M € H : alors tr(M) =0, d’ou f(M) = M. On en déduit bien, M = f(M) € Imf.
Pour obtenir les égalités, plusieurs rédactions possibles :
variante 1 : d’apres les inclusions, dim(Kerf) > 1 et dim(Imf) > dim(H) = n?> — 1. Or d’apres le théoréme
du rang, dim(Ker f)+dim(Imf) = n?. D’ott nécessairement, dim(Kerf) = 1 et dim(Imf) = n?—1 et donc
(inclusion + égalité des dim implique égalité des sev), Kerf = Vect(A) et Imf = H.
variante 2 : montrer Kerf C Vect(A) : soit M € Kerf. Alors f(M) =0 dout M = 2tr(M)A € Vect(A)
puisque 2tr(M) € R. Montrer Imf C H : soit M € Imf. Alors 3N € M, (R) tel que f(N) = M cad
N —2tr(N)A= M. Dou tr(N) — 2tr(N)tr(A) = tr(M) cad 0 = ¢tr(M) et M € H.

(¢c) f est linéaire. Montrons que fo f = f : VM, fo f(M) = f(M — 2tr(M)A) = f(M) — 2tr(M)f(A) [par
linéarité de f] = f(M) puisque f(A) =0 (A € Kerf d’apres b).
Donc (th du cours), f est le projecteur sur I'mf parallelement & Ker(f). On conclut avec le b).

Exercice 2

1.

2.

(_1 n+1

1
Soit x e R™*. lim — = lirf exp(—zIn(n)) = 400, donc le terme général diverge.
—+o00

n—+oon® n
De méme, si = 0, le terme général (—1)"*! diverge.
Puisqu’une condition nécessaire de convergence de la série est la convergence du terme général (vers 0), siz € R,

_1)n+1
alors la série > diverge.
n>1 N
(a) Vp € N* Ll @< @t
a . u —ugp = — >0 car < .
! S AN PR ERN CYRSVE Y Y
1 1
Vp € N*,  uppy1y—1 — Uzp-1 = TESE — e < 0car (2p)* < (2p+1)~.

Ugp — Ugp—1 = W — 0, quand p — +o0.

Donc (ugp) et (ugp—1) sont adjacentes, et donc elles convergent, vers une méme limite, notée S(z).

(b) Attention! le concepteur du sujet attend ici que vous redémontriez le résultat suivant : si les suites extraites
(u2n), et (usn—1) convergent vers une méme limite ¢, alors la suite (u,) converge vers cette méme limite £.
Cette preuve nécessite la définition de la limite avec e.

Soit € > 0.

Comme LHE ugp = S(x), Ip1 € N*,  Vp > pq, |ugp — S(x)] <e.
p [eS)

Comme EIE Ugp—1 = S(x), Ip2 € N*,  Vp > pa, lugp_1 — S(z)| <e.
p 0o

Prenons ng = maxz(2p1,2p2 — 1). Soit n > ny.



3.

4.

5.

Si n est pair, n s’écrit n = 2p avec p > py donc |u, — S(x)| < e.
Si n est impair, n s’écrit n = 2p — 1 avec p > ps donc |u, — S(z)| < e.
Conclusion : Ve >0, 3ng e N*, Vn>ng, |u,—S(z) <e.

(c) Ainsi, (via la définition avec les €), u converge vers S(z), et comme u est la suite des sommes partielles de
(_1)n+1
la série > ~———— cette série converge.
n>1 n

(d) Comme (ugp) est croissante de limite S(x), Vp € N*,  ug, < S(z).

Comme (ug,—1) est décroissante de limite S(z), Vp € N*,  S(x) < ugpt1 < ugp—1.
(e) Soit n € N*,

Si n est pair, écrivons n = 2p. Par (d), u, < S(z) < tpi1.

1
Donc 0 < S(z) — up < Upy1 — Uy, €6 cOMME Up 1 — Uy = W, on obtient : |S(z) — u,| <
n

Si n est impair, écrivons n = 2p — 1. Par (d), upt1 < S(z) < up,.

(n+1)*

Donc 0 > S(z) — up > Upy1 — Uy, € cOomme Upyq — Uy = — , en passant a la valeur absolue,
1

(n+1)

1
Dans tous les cas, |S(x) — up| < ———.
(n+ 1)

(n+1)*
|S(x) — unl <

(f) function s=serie(x,e)
n=1
s=1
while (1/(n+1)"x)>e then
n=n+1
s=seH (1) (n+1) /(%)
end
endfunction

L’idée est la suivante : comme (—1)’”‘1 vaut -1 si k pair, et 1 si k& impair, pour obtenir la somme voulue, il suffit

d’ajouter tous les termes d indice k impair et de retrancher tous les termes d’indice k pair.

s
D’ou S = Z = Z Z
kpalr klmpalr

Or, k € [1,2p] pair s’écrit : k 2, avec i € [1,p] et k € []1,2p] impair s'écrit k = 2i — 1 avec i € [1,p].

Finalement, on obtient S = Z CHE E 2171)”“ On conclut en remarquant (2¢)* = 274",

2p
Pour la deuxiéme partie, on refait le méme raisonnement sur » k% en séparant les termes d’indice pair et impair :
k=1
2 L Lo L 14 1 1
9 1Y — j—
> > d'ott 37 T = 2 DY (= - On conclut en remarquant que 2 X 3 = 5=t
k=1 = =1 k=1 =1
(a) La seconde relation de 3. donne, avec x = 1,
2n ] n 1 2n 1
Uy = - = > = > —, puisen posant k=7 +n
Sk Sk Sk
LA n 1 12 1

"o J§1n+j N 1;::1”(1 + (k/n)) B Ekglm.

(b) On reconnait dans cette derniére expression la somme de Riemann d’ordre n de la fonction continue f :

1
[0,1] = R,z — ——. Par continuité de f, le théoréme des sommes de Riemann assure que v converge et

1+z
que : S(1) = hm U = fo = [In |1 4 z[]} = In(2).
r 1 121
La question 3. avec = 2 donne ug, = k;ﬁ — 5};:1@.
En passant a la limite lorsque p tend vers +oo,
2 2 2
S(2) = lim wug, = T T _T

p—r+oo 6 26 12



