Corrigé du devoir maison 2

Attention : il reste encore beaucoup de confusions dans I'utilisation de = ou < : je rappelle que les équivalences
ne sont nécessaires que lorsque vous faites une résolution ou que vous partez du résultat & montrer (puisque dans ce
cas, seuls les retours sont nécessaires!). Dans TOUS les autres cas, utiliser = surtout que souvent < est faux.
N’oubliez pas par ailleurs, de bien citer les résultats que vous utilisez! (Bindme de Newton, ou ....)

Exercice 1:

1. Erreur récurrente : confusion entre I’ensemble de définition (cad 'ensemble des x ol tous les termes de 1'équation
existent) et I’ensemble des x ol ’équation peut avoir des solutions.
Pour insister : {x € R/z+1>0et 3x +1 > 0 } n’est pas 'ensemble de définition. C’est une confusion de deux
ensembles distincts.

Corrigé : Equation définie sur D = {z € R/x + 1 > 0} = [—1, +00[. Puis deux rédactions possibles :

Analyse : supposons qu’une telle solution z € [—1, +oc[ existe. Alors Vz + 1 =3z +1=2+1= (3x+1)2
=922 4+52=0=2(92+5)=0=>z=0€[-1,+o0[ouz =—3 € [-1,+o0|.

Il y a donc deux candidats a cette équation.

Synthese : on vérifie si les candidats sont solutions. +/0 + 1 =1 = 3x0+1 mais ,/fg +1= % # 3% (fg)Jrl =—

Conclusion : cette équation admet une unique solution z = 0.

Wi

Rédaction par équivalences : (brouillon 3z +1>0< 2 > —-1/3)

Sur [-1,-1/3[, vV +1 > 0 et 3z + 1 < 0. L’équation n’admet aucune solution.

Sur [—1/3, +00], comme les deux membres sont positifs, on a I'équivalence vz +1=3z+1 e z+1= 3z +1)2
922 4+52=02(9r+5) =0 z=0¢€ [-%,4oo[ouz=—3 ¢ [-1/3,+o0[. Ccl : S = {0}.

2. Inéquation définie sur R. Attention, pour une inéquation le raisonnement par analyse et synthese n’est pas judi-
cieux, car ’ensemble des candidats devient trop gros, et donc la vérification dans la synthese trop fastidieuse.
Comme la formule du cours |y| < b différencie le cas b > 0 du cas b < 0, il faut séparer deux cas.
Si2—r<0&2<z,ona2—x<0et|r? — 3z > 0 donc I'inéquation est impossible.

Sur] — 00, 2], comme 2 — z > 0, on obtient |2 —3z| <2 -z & —(2—2) <2? -3z < (2—1)
2 -3r<2—2z 2?2 —2x—2<0 r€[l—+3,2]
@{ Cohr<a® 30 T)0<a? drr2 © €] 00.2— 3 (car x €] — 00,2])
Conclusion : I'ensemble solution est S = [1 —v/3,2 —v2] (car 1 =3 <1 —-v/1=0=2 -4 <2—+/2)
Calculs : Ay =12 doncy/A; =23 ; deux racines 1 =1 — V3> 2et zo =1+vV3>1+V1=2.
Ay =8, VAZ = 2v/2 d’ott deux racines r; =2 — /2 < 2et 1y =24+ /2 > 2.

Autre méthode : regarder le signe de 22 — 3z pour enlever les valeurs absolues ... mais méthode plus longue.

3. S1 : ne pas croire que l'on va se ramener au bindme de Newton (il n’y a pas de coefficients binomiaux!). Les
puissances doivent vous guider vers la somme géométrique. De plus, n est une constante par rapport a l'indice de

n n—1 n—1 n
sommation, donc S; = (—1)3”,%’62 (—1)]“(3,)% = —ﬁkz (—DF3F = — ks 3 (—3)F = — 5 11__((__3?3)
=0 =0

Dans S5, il manque le n! pour faire apparaitre (") Comme n! est une constante par rapport a k, on obtient

Sy =

\?’st

L k,(ﬁ' 2" = L Z (})2%2"=* (ou sortir le 2" et mettre 1% x 1"7%). Il reste encore le probleme de la

borne de départ. D’apres la relation de Chasles, So = 4[> (})2F2n—F — (7)2027] = L[(2+2)" —2"] = L[4" —2"]
k=0
d’apres la formule du binéme.

4. Par récurrence (simple) sur l'entier n : (si confusion entre n et p, commencer par fixer p =51)

Cas n = p : montrer que kZi: (k) = (pH). Or (pH) =1let Z ( ) ( ) =1.

P p+1 p+1 n+1
k) = (nH) et montrons que Z (k) = (Hz)'

n
Supposons que pour un certain entier n > p, Z (p il » 11

n+1 n
Or (relation de Chasles), kZ (f)) = kz (f)) + (”H) =[H.R.] (Zii) + ("H) = (Zif) (formule du triangle de Pascal).
—p —p

Conclure.

Exercice 2:

Lup=vV1I24u=1letuy=+v224u =vVbet VneN, up1 = /(n+1)2 +u,
Attention, si vous manipulez u,_1 il faut n > 1 mais si vous manipulez u,,, il faut partir de n = 0 (puisque la
suite part de wug).



2. Par récurrence, montrons que pour tout n € N, wu,, existe et u,, > 0.
Casn=0:up=02>0.
Supposons que pour un certain n, u,, existe et u, > 0.
Alors (n+1)? 4+ u, > 0+ 0 = 0 donc u,4 existe et uy11 = v/(n + 1)2 +u, > 0. Conclure.

3. Pour tout n € N*, u,, = \/n2 + un_1 > Vn2 (car up—1 > 0) d’olt up, > |n| = n. Il reste & vérifier le cas n =0 :
Autre méthode : par récurrence ... mais réalisez que vous n’utilisez pas HR donc que la récurrence est inutile !
Donc pour tout n € N, u,, > n et par comparaison, lim wu, = +oo.

n—-+oo
4. n=0:u9=0<0+1.
Supposons que pour un certain n, u, < n+ 1, et montrons que u,+1 < n + 2.
Or upi1 =/ (n+1)2 +up, et up <n+1=u,p1 <+/(n+1)2+ (n+ 1) (par croissance de V)

= U1 <V +F1D)N+2) = upp1 < /(n+2)2=(n+2), car n+1<n+ 2. Conclure.

5. Ona:VneN,ngungn—i—ld’oﬁlzgg%g"Tﬂzl—i—%.Parencadrement: lim %:

n—-+oo

(\/n2+un717n)(\/n2+un71+n) _ nP4u,_1—n?
\/n2+un71+n \/n2+un71+n
= % par 5.

6. Quantité conjuguée : pour tout n € N* u,, —n =+/n2 4+ u,_1 —n =
_ Un—1 _ Un-—1 Do . Up-—1 _ Un-—1 1
= = .Dou up, —n = —un = X g — 1x
V/n2+un_1+n un+mn n n(=E+1) n Sl ot 1+1
‘1:"’”1><—1:“”1 (1—7)—>1><1:1.
n——+oo

n—1 n—1

Autre méthode : par encadrement. On a pour n >1,n— 1 < Up_1 <net
n<u,<n+l=2n<u,+n<2n+1= L 1 ~ d’ot1 par produit, 5

2n+1 — u,,—i—n —
On en déduit 1= Un < Up —n < % 5- II reste & conclure avec le theoreme d’ encadrement!

2+1/n —

—1 Un—1 n
+1 S Up+n S on"

Question facultative : preuve du binéme de Newton

0
e Casn=0:(a+b’=1 Z( )akb9~* =[ un seul terme k = 0] = (8)a0b0:1*1*1:1.
n n+1
e Supposons que pour un certain n € N fixé, (a + b)" = Z (7)a*v"*. Montrons (a + b)" ™ = 3 (") akon+i=k.
k= k=0
F 0" = (a+ )" x (a+b) (X (D)akb R @+ b) = 3 (MaFTonk 4 3 (1) akprtiok
k=0 k=0 k=0

Or (a
n+1 n n
Z( ) adbn i S (WY ak gtk = S )akbr TR 4 (M) akpr iR 4 (M) a0 4 (1) a0t
j=1 k=0 k=1

_ i akbn+17k[( n ) + (z)} + anJrl + bn+1 — Zn:akanrlfkr (nzl) + anJrl + bn+1 — nilakanrlfk:
k=1

k-1 = P
: n+l _  n+170(n+1 n+l _ ,0pn+1 (n+l N
puisque a =a""b ( o ) et b b (n+1>

e Conclure.



