Eléments de correction du devoir maison 8
Exercice 1: Edhec Astl 2005

1.

Soit P,Q € Ry[X] et A € R.

uw(AP+Q) = (AP(a)+Q(a), AP (b)+Q(b), AP(c)+Q(c)) = (P(a),P(b)aP(C))+(Q(a)7Q(b)7Q(0)) = Au(P)+u(Q).
. Soit P € Ry3[X]. P € Ker(u) < u(P) = (0,0,0) & P(a) = P(b) = P(c) & a,b, c sont 3 racines distinctes de

P & P = Og[x) car deg(P) < 2. Donc Ker(u) = {Og,[x]} et u est injective.

I'=TIm(u) = Vect(u(1),u(X),u(X?)) = Vect((1,1,1),(0,1,2),(0,1,4))

:VeCt((L )3(07172)a(07071)) car 7((071a4) (0a132)) (0 O 1)

= Vect(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)) car (0,1,2) — 2% (0,0,1) = (0, 130)

= Vect((LO, 0),(0,1,0),(0,0,1)) = R3 car (1, 1, 1) —(0,1,0) — (0,0,1) = (1,0,0) donc u est surjective.

OU via la compatibilité d’un systéme (ne pas aller jusqu’a la résolution!!), pour mq que V(x,y,2) € R?, il existe
bien P € Ry[X] tel que u(P) = (z,y, z) (définition de la surjection, que I’application soit linéaire ou non).
Soit (z,y,z) € R3. Mq il existe P(X) = aX? + BX + v € Ry[X] tel que

P0) ==z o =z at+B+y =y
P(l)=y .Or < a+8+7y =y &< —28-3y =z—4y systeme compatible car de Cramer.
P(2)==z da+28+vy ==z v ==z

Ce sont les polynomes d’interpolation de Lagrange (cf DM 4).

a) Analyse : soit A un polynéme qui convient. Alors A est de degré au plus 2, et b et ¢ sont deux racines
distinctes, donc (X — b)(X — ¢) divise A et il existe @ € R[X] tel que A(X) = (X — b)(X — ¢)Q(X). Or
deg(A) <2=deg(Q) <0dou Q(X)=a€ceRet A(X)=a(X —b)(X —c¢). Puis A(a) =1 a= m.
Un unique candidat : A(X) = m(X —-b)(X —o¢).

Syntheése immédiate : ce polyndéme convient bien car A € Ry[X], A(a) =1 et A(b) =0 = A(c).

b) De méme, on trouve B(X) = W(X —a)(X —c)et C(X) = m()( —a)(X —o¢).

a) Soit (A, pu,v) € R3 tels que AA(X) 4 pB(X) + vC(X) = Og[x]. Alors en X = a on obtient :

AA(a) + pB(a) + vC(a) = 0 cad A = 0. De méme, en X = b puis X = ¢, on trouve y =0 = v.

b) Trouvons les (uniques) (a, 3,7) tels que P(X) = aA(X)+ BB(X) +~vC(X). Méme astuce : 3 inconnues, donc
il faut 3 équations : on regarde en X = a, puis X = b et X = ¢. On trouve o = P(a), 8 = P(b) et v = P(c).
Finalement tout P € Ry[X] sécrit P(X) = P(a)A(X) + P(b)B(X) + P(c)C(X).
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1.

. XQ(Q) = [[072]] et (X2 = 0) = Bl ﬂBg), (XQ = 2)

Les tirages se font avec remise donc sont mutuellement indépendants et a chaque tirage, la probabilité d’obtenir
une boule blanche est 1/2. Comme X comptabilise le nombre de boules blanches obtenues, X < B(n, ).
Dot E(X) =n/2 et V(X) =n/4.

. On a Y(Q) = [0,n]. On introduit les événements N; (B;) ”obtenir une boule noire (blanche) au ¢ lancer”.
(Y =0) = Ny N NaN...N N, ; mutuelle indépendance des tirages, P(Y = 0) = P(Nl) (Nag)... ( ) (%)”
Vk e [1,n], (Y =k) = Ny N...N Ni_1 N By, et donc (indépendance des tirages) P(Y = k) = (%)k = ("

CEPY =k = PO =00+ P = k) = POV =0)+ 35 (4 = (3 4 = () +<1—<%> N=1
k=0

k=1

!/
n n n a1\’ D™ (1 1_gntl _ Dam+1 n+1
. S = E kgjk =X E ]{/’[L‘k_l =X ( E mk) = xr X (1 117:” ) = x X (7L+ )g’ (g x?)"" z =X (n'f‘ )(aii';);'”x —
k=1 k=0

k=1
—(n+1)3:(7;t1;)-§c+n3:”+2 OU (1 —2)28 =8 — 225 + 228 = Y kat -2 Z kzktt 4+ 3" ka"*2?) puis dans 2e somme
k=1 k=1 k=1

7 =k +1, dans 3e somme,j = k + 2, et simplification
Y)= Zn: EP(Y =k) =0+ an EP(Y =k) = i k(L) = n(1/2)"+2—(n1+/1£(1/2)"L+1+1/2.
= k=1 k=1

X1(Q2) =[0,1], (X1 =1) = By dott P(X; =1) = 3, et X1 — U([0,1].
= (B1 N N32) U (Ny N By) (réunion d’événements incompatibles)
. don P(X; =0)=P(Xy=1) = P(X; =2) = 1 et X5 = U([0,2].
hérédité : Supposons que X,,_; < U([0,n — 1]) pour un certain n > 2 donc : X,_1() = [0,n — 1] et Vk €
[0,n —1], P(X,—1 = k) = L. Montrons que X,, < U([0,n]. On a X,,(Q2) = [0,n], car on fait n tirages. De plus,
(Xn—1 = k)re[o,n—1] est un s.c.e. (car X, 1(Q2) = [0,n — 1]) donc d’aprés la formule des probabilités totales,
n—1
P(X, =0)= Y P(Xp 1 = k)Px, ,—i(Xn = 0) = P(X, -1 = 0)Prx, ,—0)( X,y = 0) + 0 = ;-2 = Lscar
k=0

sachant X,,_1 = 0, les n — 1 tirages ont donné une boule noire, donc I'urne contient (au moment du n'® tirage) :
14+ n — 1 =n boules noires et 1 boule blanche. Puis pour tout j € [1,n],

n—1
P(X,, =j)= Y P(Xp1 =k)Px, —t)(Xn =J) =0+ P(Xpo1 = j — D)Px,_,—j—1)(Xn = j) + P(Xpo1 =
k=0

7P X%l:j)(Xni: j) + 0 (un tirage de plus donc le nombre de boules blanches stagne ou augmente de 1);



finalement, P(X,, = j) = % X 211771 11 + 1 1+2(an1” = 1+j_711'{nl:17;_1_j = n(n”H) = %H

OU via une description directe : Vj > 1, (X,, = j) = [(Xpn—1 =7 — 1) N B, U[(Xn-1 =j) N N,] et

(X, =0) = (X,—1 = 0)N N, puis passage & la probabilité, en faisant le calcul comme ci-dessus (sachant la valeur
prise par X,,_1, on connait le nombre de boules blanches de 'urne et le nombre de boules total au moment du
n'e tirage ...)

Enfin, le calcul de l'espérance et de la variance se fait a la main. (attention ce n’est pas la loi du cours!! ) :

E(Xn) — % et V(X) = n21+22n _ (n+22_1
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1.

2.

Comme il y a 3 boules dans I'urne, T5(€2) = [2,4]. On introduit les Ai (resp. B; et C;) "on obtient la boule 1
(resp. 2 et 3) au i° tirage”. Alors (T3 = 2) = (41 N A2) U (B N By) U (Cl N Cg) réunion de 3 événements 2 &

2 incompatibles. Comme les tirages se font avec remise, P(T5 = 2) = 5 x3 = 3; (Ty = 3) = [(A1 N B N C3) U
(A1NCaNB3)]U...U[(Cr N AN B3) U (Cy N By N As| (la 3e boule d01t étre 1dent1que a la lere ou & la 2e ) d’ou
P(Ty=3)=2% x6=3. EtP(T3f4)—1fff§f§.

OU introduire des événements du type : D; ”on obtient au i€ tirage une boule différente des i — 1 précédentes”
(ce n’est pas un événement élémentaire, car un tel événement dépend de plusieurs tirages, mais la description et
le calcul des probabilités reste simple!)
OU Via dénombrement : pour pouvoir dénombrer (2, il fallait considérer que ’on faisait dans tous les cas 4 tirages
avec remise (sinon, selon les issues, on n’avait pas le méme nombre de tirages). On pose donc 2 = {4-listes}. Puis
Card(T5 = 2) = 3(choix lere boule quelconque) x1 (2e boule identique) *3+3 (3e et 4e boules quelconques, méme
pas tirées en pratique). Dot P(T3 = 2) = . De méme Card(T3 = 3) =3*2(2e boule différente de la premiere)
*2 (soit la lere soit la 2e) *3(4e boule quelconque). D’ott P(T3 = 3) =
On en déduit B(T}) = §1+ cr - %_3—7 E(T}) =4+
V(T5) =10+ 5 — (3— 5)? f1+m——72+§>0

(a) On peut avoir une méme boule deés le 2e tirage, mais également attendre d’avoir eu une premiere fois toutes

les boules avant d’en avoir une déja tirée. D’ott Tn(Q) = [2, N + 1].

4
9
94 _ 4

=3 _10+§et

(b) Comme pour la premiére question, plusieurs rédactions possibles :
Rédaction 1 (suggérée par I'indication de I’énoncé, mais peut-étre plus difficile & comprendre) : L’événement
(Ty = 2) se réalise ssi les 2 premiers tirages donnent la méme boule, que ce soit la boule 1,2 ou ...,N. :
(Tn =2) = {(i,i),s € [1,N]}. 1l y a donc N issues, chacune de probabilité w1 (tirage d'une boule puis
d'une 2e ) Aot P(Ty =2) =N X 55 = +.
(Tv = N + 1) ssi on obtient une fois chacune des boules avant de finir par une des boules : il y a N choix
pour cette derniere boule, puis également N! choix de permutation des N permieres boules tirées. Il y a donc
N x N! issues. Chaque issue a pour probabilité ﬁ d'ou P(Ty = N 4+1) = N X Nlgmr = NLJ:,
Rédaction 2 : on convient que l'on fait systématiquement les N + 1 tirages. Alors Q@ = {N + 1 — listes}
et Card(Q) = NN+, Puis card(Tnx = 2) = N(choix lere boule) *1(choix 2e boule identique)+x N~ ~1(les
derniers tirages n’ayant pas de contraintes) d’ott P(Ty = 2) = NNTJL = + et de méme Card(Ty = N +1) =
N! (permutation des N boules) *N (choix de la derniere boule, identique & 'une des précédentes) : d’out
P(Ty =N +1)= 44 = M ) )
Rédaction 3 : on garde les D; : (Iyn =2)=D1NDyet (In=N+1)=D1N..NDyNDyyq ...

(c) Soit k € [1, N]. L’événement (T > k) se réalise ssi les k premiers tirages ont donné des boules 2 & 2 distinctes

cad que les k premiers tirages forment un k- arrangement des boules. Il y a donc A% NT1 NN Bl issues, chacune
! N(N—=1)(N=2)...(N—k+1 _
de probabilité 1. Dot P(Ty > k) = (NJZ;!N,Q = NV=1)( Nk') ( ) — Nox Nl N2 Nohtl

—1x(1=2)1—2).(1-4t) = 1;10(1 e

Ou via la rédaction 2 : Card(Ty > k) = A¥ x NN+1=F et via la rédaction 3 : (Ty > k) = Dy N ...N Dy,

n

k—2 , k—1 , k—2 )
PuisVk € [2,N+1], P(In = k) =P(T,, >k—1)—P(Iy > k)= [[(1-&) - [TA-4H) = 52 [ (1—- %)
=0 =0 =0

(d) Comme F est fixé, & — 0, pour tout i € {0,1,...,k—1} d’olt par produit fini P(Ty > k) — 1. Effectivement,
quand le nombre de boules devient grand, il faut beaucoup de tirages pour tomber sur une méme boule!

N+1 N+1 N+1
(e) E(Tn) = Z EP(Ty =k) = 2_22 E(P(Ty>k—1)— P(Tn>k)) = k; EP(Tn>k—1) — kz_jzkzP(TN>k)
= Z (j+1)P(TN >j) — ijlkzP(TN >k)=2P(Ty > 1)+ %P(TN >k)— (N+1)P(Ty>N+1)
Jj=1 k=2 k=2

N N
=2+ > PIn>k)+0= > P(Tn >k)car P(In >1)=1= P(Ty > 0) vu les valeurs prises de Ty.
k=2 k=0

N
On en déduit E(Ty) =1+ >. P(Tn > k) = Z W (formule encore vraie pour k = 0)
k=1 k=0

N N n—k N—k . )
= N!kzom = N!kZ:O(NJXkW = 2 N = Z: " (chgt de variable j = N — k).



