Corrigé du devoir maison 9
Exercice 1 : Edhec S 2008
1. fett w sont de classe C! sur [a,b]. Alors :f; f(t)cos(At)dt = {f(t)bm(’\t)] f f(t)m /\t)dt d’olt
|2 1(@) cos(at)at| < [ £(0) TR |+| fa) Q4 7| (1) 220 | ap < LOLIWL L4 12 (1) dt — 0 (inégalite

triangulaire avec a < b). Réaliser que ff |f/(t)|dt est un réel! Au besoin, appliquer le théoréme des extrémas & f” :
f' est continue sur [a, b] donc il existe M € R tel que : V¢ € [a,b], |f'(t)] < M d’on 0 < ¢ f |f(t)]dt < &L e 0

2. (a) cos(a+b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) et cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) d’olt
cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b). On obtient : cos(kt) cos (£) = 3 [cos (25t) + cos (25-11)].

(b) Vt €[0,1] et n € N*. cos (%) i (—1)* cos(kt) = Xn: (—=1)* cos(kt) cos (§) = Xn: # [cos (25ELE) + cos (2E-1t)]

k=1 k=1 k=1
Reconnaitre une somme télescopique! Ecrire les premiers termes ... et les derniers (ne soyez pas pares-
seux) ou séparer la somme en 2 : = 1 Z( 1)* cos(2HLt) + Z (—1) cos(2J+1t)] (avec j = k —1)

[
= 1[(—1)" cos(2tt) — (—1)° cos( t)] = %[( 1)" cos (25t t) — cos (;)]

(¢) Pour tout réel ¢ € [0,1], on a § € [0, 5] C [0,5] donc cos (%) # 0. On a alors :
nt

vt € [0,1], 3 (=1)* cos(kt) = (=1)" CO;( E )t) — % d’ol par intégration (toutes les fonctions sont continues)
k=1 CcOos
1 & 1 s( 25ttt 1 cos 1
Jo 2 (<) cos(ht)dt = Jg {(1) 2(( )) — Ll dtet z ) L cos(kt)dt = (=)™ 2( g [} Lat

1 cos( 2+1 1 cos(

- n sin 1 n + . n +1y4
d ou Z (71)]C {#} = (71) 0 T(L))dt — i[t]o CCI . Vn S N y ZUk = (71) 0 Tgi))dt — %
k=1 0 2 k=1 2

3. D’apres la premiere question, comme la fonction ¢ — ﬁ est de classe O sur [0, 1] (dénominateur ne s’annule
COS 3

_ 2n+1 m L cos(#5) _1) ;
pas) et comme A = =% N 0, on en déduit que : [, 2cos(1) dt e 0 Comme ((—1)")nen est bornée,
2n+

n[ Mdt — 0 (conséquence 2 du théoréeme d’encadrement ... & relire!) et finalement,
0 2cos( ) n—-4oo

1 cos( 2n+1 t)

3 up = (=1)" 72dt
2z = U S5

on obtient (—1)

400
_1 . A _1\nsinn _ _ 1
WS T2 € R : la série §1un converge et nzl( DrERt = 2.
n> =

M\»—-

Exercice 2 : inspiré d’un exercice d’0Oral Escp 2014
Pour tout ¢ € N*, on introduit les événements F; ”le rat choisi une fausse porte au i¢ essai”.

1. X est le temps d’attente du premier succes (choisir la bonne porte) dans un processus sans mémoire : la probabilité
de succes a chaque essai étant  (n portes), on en déduit que X — G(1). Donc X admet une espérance et E(X) = n.

2. (a) Y(Q) =11, +oo[[ car le rat peut se tromper longtemps avant de choisir la bonne porte.
(Y = 1) = F; et plus généralement pour tout k > 1, (Y = k) = Fy N ... N Fy_1 N Fg. D’ apres la formule
des probabilités composées, P(Y = k) = P(F})Pr, (Fg)...PFlmmmpk_Q(Fk,l)PFm“npk_l(Fk) 2 X g X ... X
k-1

==X Tﬂ (en effet, au moment du k% essai, on a rajouté k — 1 fausses portes doncilya2+k—1=k+1

portes dont une bonne). Produit télescopique : P(Y = k) = k(k+1) =i- %
+oo
On vérifie alors (somme télescopique) : Z PY =k)= Z (- ﬁ) =1-% N7 1dou S PY=k) =1
—+00 k=1
Espérance : Vk > 1, kP(Y = k) > 0, k Z 0et kP(Y = k) = k+1 % Or la série harmonique diverge, donc

(critere d’équivalence) la série > kP(Y = k) diverge et Y n’admet pas d’espérance.
(b) k=1 k21
while rand()> 1/(k+1) ou utiliser deux variables n le nombre de portes et y le nombre d’essais
k=k+1
end
disp(k)

3. Z(Q) =[1,+oo[ et pour k < ¢, (Z =k) = F1 N...N F_1 N F}, et (mutuelle indép.) P(Z =k) = L(1 - 1)k~1,
Pour k > [, la description ne change pas, mais le calcul des probabilités change!
(Z=k)=FN.0NFNFy4N..NF_;NF, Et dapres la formule des probabilités composées (& écrire) :
P(Z — k) _ (1 _ %)Z(l _ ﬁ)(kfl)f(Hl)Jrlﬁ _ (1 _ %)4(1 _ ﬁ)kflféﬁ.

La-LHtsik <l

Conclure avec une accolade : P(Z = k) = { (nl LAy - Lt L G sy

too 14 +o00 [ +o00
Puis S P(Z=k) = S P(Z=k)+ ¥ P(Z=kK) =13 (1 -0+ 0=k 5 (1= g
k=1 =1

1 k=£+1 k={+1
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