Corrigé du devoir maison 7

Exercice 1: Intégrales de Wallis (Exercice 12 Feuille 12) fréquemment posé aux concours

- Wo = f02 ldt = Hﬂm 5 et Wy = fog cos(t)dt = [sint];
. Pour tout n e N, Wy, 1 — W, = foz (cost)™(cost —1)dt < 0. En effet, 0< 7, et pour tout ¢ € [0, 5], 1 > cost >0

us
2

=1.

donc (cost)™ > 0 et cost —1 < 0.

De plus, pour les mémes raisons que ci-dessus, on obtient que pour tout n € N, W,, = foﬂ/2(cost)"dt > 0.
Donc la suite (W,,), décroissante et minorée par 0, converge.

IPP sur W, 2. Premieres tentatives : u/ = 1 et v = (cost)"*2 ou u’ = (cost)? et v = (cost)” Ne marchent pas.
Astuce : écrire (cost)" T2 = cost(cost)"t! et poser u’ = cost et v = (cost)"F1.
Alors u =sint et v/ = —(n + 1)(sint)(cos t)™. u,v sont de classe C* sur [0, 5] d’ou

Wisa = [(cost)™ sint]§ + (n+ 1) [T/ (sint)2(cost)dt = 0+ (n+ 1) [7/*(1 = (cost)2)(cos t)"dt
= (n+ V)[f]*(costyndt — [/ 2(cost) (cost)™dt] = (n+ 1)[W,, — Wn+2}.

D’ou Wn+2 (n+ )W, — (n + D)Wyyo cad (n+ 2)Wyyo = (n+ 1)W,.

Finalement, pour tout n € N, W,,,, = 2Ly,

* ’Par récurrence ‘ n=0: (1*0,)2 T =75=W.

Supposons que pour un certain n, Ws,, = % 5 et montrons que Wy, 1) = (Qﬁ(ﬁ:_sl_)l))!!)z 5= (znﬁ’g:ﬂ‘)!)z 5
_ _ 2n41 _(2n)! (2n+1)(2n)! © _ 2n+2 (2n+1)(2n)! «
Or Wagnq1) = Wanyo = 2n+2 3 Wan par 2. = Sni2 (2%11')2 5 par HR. = 5005z 5 = 5o 2(n7+1)(2"n!)2 2

(2n+2)! T (2n+2)! T

— 2rt+D))2@2 a2 2 T 2rti(n+nh2Z 2

Ou par itération ... en partant de la formule du 2. en Wa,, (donc fonction de Ws,,_s), et en itérant jusqu’a Wy.

VR eN uprr = (n+ 2)Whpo Wit = (n+ L)W, W, 41 par 2. = u,. Donc la suite (u,,) est constante.

Or ug = W1 Wy = 3 et finalement pour tout n € N u,, = 3.

Par 4. pour tout n € N, (n 4 1)W,;1W,, = § d’ott pour tout n € N, (2n + 1)Wa, 41 Wa, = J et

1 1 _ (2"a)?
Want1 = 2n+1 Wap, 2~ (2n+1)!

Exercice 2:

Posons f I'intégrande : f : ¢+
1.

2.

t , . .
Cost( ) définie et continue sur R*.

si > 0, alors 3z > 0 donc 0 ¢ [x,3x] et f est bien continue sur [z, 3z] donc F(z) existe.

si < 0, alors 3z < 0 donc 0 ¢ [3x,x] et f est bien continue sur [3z, x| donc F(z) existe.

F' est bien définie sur R*.

Vo € R*, on a bien —z € R* et F(—z) = f__jx %(t)dt. Changement de variable : y = —t (t = —t C! sur R).
Alorst=—y,dt=—-dyett=—2x=y=xzett=—-3x=y =3z dou F(—z) = fjx COS_(yy)( dy)

= f3”” COS( Y) dy = f?’w o5 gy = F(z) par parité du cosinus. Donc F' est paire sur R*.

3. (a) Pour tout z > 0, ’apres 'inégalité triangulaire 7

| fgz sint) dt| < f‘% gm(t) |dt = fgz %dt < sz 7 dt par croissance de I'intégrale, puisque pour tout ¢ € R,

| sin (¢ )| <1LOr [} dt [-1]37 = — L + 1 = 2 d’ou le résultat.
(b) Soit > 0. Intégration par parties : u/(z) = cos(t) u(z) = sin(t), v(t) = 1 et v'(t) = —%. u et v sont de
classe C! sur [z,3z] et F(z) = [S24]37 4 fsz sin() gt = sin im) sz(m) + fgr Sing(t)dt.
(¢) & — 0donc en appliquant le théoréme d’encadrement au résultat du (a), on obtient [ 5 “"(t) d — 0.
T—+00 z—~+00
De plus |sin(3m)—351n(r)‘ < | sin(3z)[4+3] sin(z)| < 4 — % 0. Donc F(l‘) — %0
’ T — T — : .

T z—+o00 T—+00

4. (a) Soit x €]0, §[, alors 3z €]0, 5[ et cos étant une fonction décroissante sur |0, [, elle I'est sur [x,3x]. D’ott

par construction : z < t < 3z = cos(3z) < cos(t) < cos(r) = Cosg?’z) < Cost(t) < Cost(m) [car ¢ > 0] et par
. ye , . 3z 5(3x 3z 3x x

croissance de l'intégrale, comme 3z > = puisque z > 0, [ Cosgi)dt <[ &t(t)dt <[ %dt

d’ou : cos(3z)[In(|¢])]2* < F(x) < cos(x)[In([t])]3” et finalement, comme In(3z) — In(z) = In(2%) = In(3), on

obtient : cos(z)In(3) < F(z) < cos(z) In(3).

(b) Théoréme d’encadrement appliqué au (a) : lim+ F(z) = In(3).
z—0

Comme F est paire sur R*, on en déduit : lim F(z) = lim F(z) = In(3) donc finalement, lim F(x) existe
rz—0— z—0+ z—0

et lirr%) F(z) =1n(3) € R. Donc F' se prolonge par continuité en 0 (avec la valeur In(3)).
z—



