Corrigé du devoir maison 9

Exercice 1 : début edhec 2009

1.

n n—1
Pour tout t € [0,2] C [0,1], o tr~t = Y wp =12 = L 1
p=1 p=0
n n
. On integre sur [0,2] : [ pzltp Ldt = [} 135 — {=dt d’out par linéarité : pz_:l Jo Pt = — [ Thdt — [ {dt
n n
cad El[%] —[In |1 —¢]J§ — [y {=dt d’ou le résultat : %p =—In(1—2)— [ {dt.
= =1
Par encadrement : pour tout ¢ € [0,2], t <z donc 1 —t>1-2>0donc 0 < 5 < - et 0 < £ < ljz (car
t" > 0). Par intégration (0 < z), 0 < [ {5 L cdt < T[S tdt = x[ni_lt”“]g = ﬁf;l < 11— puisque
x < 1. Conclure avec le théoréme d’ encadrement (quand n— +oo, ﬁﬁ_l 0).

n
En passant & la limite dans I’égalité du 2), obtient > %,, — —In(1 —z) € R. Par définition, la série de terme
=1

n——+00
p +OC P
général - converge donc et la valeur de sa somme est : Z % =—In(1—2x)
Lﬂ — ez ™ zntt P _ ) |,
riTD = T n+1 " donc comme les séries de terme general et T4 =% (avec p = n+1) convergent d’apres

la question 4. par hnearlte la série de terme general converge. De plus,

n(nJrl)
e "t ac T +Doacp z!
nz:: A =% Z =—zxIn(l—=z)— 1;32? =—zIn(l—z)— (pE:l? - )
= —mln(l—x) (—ln(l—m) z)=z+ (1 —z)In(1 —z).

n+1

Exercice 2 : Agro Véto 2016

1.

pour tout n > 3, on a : nfq”) > % > 0. Comme la série de Riemann ) % diverge, par critere de comparaison des
n>1

séries & termes positifs, la série ZIHT” diverge. Comme la série est & termes positifs, (on en déduit donc que (S,,)

est croissante (et divergente)), lir_irrl Sy, = +00 (cf cours si besoin).
n—-+00

. (a) Par quotient, ¢ est dérivable sur |0, +oo[ et ¢/(t) = ... = 1= ln =I® qone ¢ '(t) >0 < In(t) <1<t <e. Limites :

en 0, pas de F.i. p(t) = —o0, et en +00, d’apres les croissances comparées, p(t) — 0.

Soit k > 4, alors par décroissance de ¢ sur [k,k+1], k <z < k+1 = Iz < ln(k) et par intégration :
¥ z g
f:“ oz gy < ka k) gy = M[CE]EH ln( ). De méme pour l'autre coté, en regardant sur [k —1,k] C [e, +o0]

ln(k)

< % d’olt par intégration n,gk) < fk71 1“73”(1:5.

(c¢) En sommant les 1negahtes du (b) pour k variant de 4 & n (avec n > 4) :

ou @ est décroissante : k — 1 <zx <k =

n n 3
)y Jitt me gy S Ink < Z JF ™2 don [relation de Chasles] [ 224z < 5, ) k) < [ e gy ().
O fn L2dy = [' Linade = [5 In*(2)]5 = 3(In*(n) — In(3)) et de méme pour l'autre coté.

x

Flnalement i ln (n+1)—1n4) < S —S53 < %1112(71) — +In(3)

donc A= —11In(4), B = S3 et C = —11n(3) conviennent.
(d) Pour n > 4, on divise ’encadrement obtenu en (c) par 1n22(") : lnli(;z:)l) — 21‘:2_(721])3 < ln%‘n) - ln%(Bn) 1— 25 (i’)g .
24—2B _ n_ 1 20—2B ; In®(n+1) _ (In(n+1)\2 _ (In(n)+In(1+1/n)\2 _ In(14+1/n)\2
On angmoo In?(n) _O_ngl}rloo In?(n) et In%2(n) ( Inn ) - ( Inn ) - (1+ Inn ) n~>—+>oo L.
Théoréme d’encadrement : mf;‘n) y 1 d’ou le résultat.
25 n—4oo

(a) apres calcul des intégrales dans 2.(b), pour k& > 4, on a obtenu :

300 (k1) = In? ()] < 2 < 3 (k) — In*(k — 1)] ().

Or pour n > 1, Upy1 — Uy = Spr1 — Sn + %(ln2(n) —In*(n+1)) = % — %(1n2(n + 1) = In*(n)) < 0 des que
n+1> 4. (utiliser le c6té droit de (sx), en k = n + 1).Donc la suite (uy,),>3 est décroissante.

(b) Il reste & minorer la suite (u,) (au moins & partir d’un certain rang) : or d’apres 2.(c) pour n > 4,
Up > $1n*(n+1) — L In*(n) — A+ B > 0 — A+ B par croissance du In (puisque In(n + 1) > In(n)).
La suite (un)n>4 est minorée par B — A, et décroissante, donc converge. Donc la suite (up,)n>1 converge.



