Corrigé du devoir maison 3

Exercice 1 :

1. Ne pas confondre I’ensemble de définition avec I’ensemble ou il peut y avoir des solutions! Ici, comme pour tout
r € R, |22 — 1| > 0, 'équation est bien . Mais si z — 5 < 0 (& z €] — 00, 5[), I’équation ne peut
avoir de solutions puisque z — 5 < 0 et /|22 — 1| > 0.

Puissiz >5,onaxz—5>0et y/|z2 — 1| > 0 d’ott ’équivalence :
Vg2 —1l=z-5& 2?1 =(x-52?<22-1=(x—5)? (car pour z > 5,22 —1>0) & 102 — 26 =0 &
r = 2.6 < 5. L’équation n’a donc aucune solution.

Sr =75 +2km ou

Sr = —F + 2km

Donc sur R, I'ensemble solution est {T£25T k € Z}.

Pour trouver les solutions zj qui appartiennent & Uintervalle [0, 7r[ il reste encore a identifier les bonnes valeurs

2. cos(5x):0<:>cos(5x):cos(g)<:){ k€Zedr=5+km kel e r={+kt kel

pourkeZ Pour k =0, 2, = {5 € [0,27[, pour k < —1, 2 < 7 <0 Puis pour k=1, z, = 3Z ... pour k = 4,
$4—— [Oﬂ'[pulbpourkZSxk>u’r [0,7[ : {&,3x, 5z Tx 97

107 107 10> 10° 10 J*
Pour I’équation cos(nz) = 0 le raisonnement est rigoureusement le méme : on remplace le 5 par n.

On trouve comme ensemble solution sur R : {TH2E% | € 7} = {(%H)Tr k € Z}. Sur [0, 7], les entiers k qui
conviennent sont : k=0, ..., k =n — 1 (les tester comme ci-dessus!). il y a donc n solutions.

Exercice 2 :

1. f est dérivable sur |0, +oo[ et pour tout x €]0,+oo[, on a f/(z) =1— % = mT;l Donc f admet un minimum en
x =1 (faire TV). De plus, en 0, pas de FI lir% f(z) = 400 et en +00, d’apres les croissances comparées, comme
z—

fl@)==z(1-122) ona ll)rfoo f(z) = +o0.

2. a) Attention de bien couvrir tout I'intervalle ]0, +o0o[ SANS chevauchement (soit étude sur ]0, 1], puis sur |1, +o0],
mais alors penser & vérifier a # 1, soit sur |0, 1[ puis [1, +00], mais vq b # 1 soit sur |0, 1[, {1} et |1, +00]). Derniére
option. Sur ]0,1[, la fonction f est continue, strictement décroissante et ses limites aux bornes sont +oo et 1.
Puisque 2 €]1, +o0], il existe un unique réel a €]0, 1] tel que f(a) = 2.
De méme, sur |1, 4o0] : il existe un unique réel b €]1, +o00[ tel que f(b) = 2. Enfin, f(1) = 1 # 2. Conclure.
b) f(2) =2 —-1n(2) < 2carIn(2) > In(1) =0, et f(4) =4 —1n(4) =4 —2In(2) dou f(4) —2=2—-2In(2) =
2(1 —In(2)) > 0 puisque In(2) < In(e) = 1. Donc f(2) < 2 = f(b) < f(4) et par stricte croissance de f, on
obtient 2 < b < 4.

3. Montrons, par récurrence, que pour tout n € N, ”u,, existe et u,, > b”.
Sin =0, on auy =4 de sorte que ug est bien défini et ug =4 > b d’apres 2.b).
Soit maintenant n € N tel que u,, est défini et w, > b. Alors u, > 0 donc u,+1 = In(u,) + 2 est bien défini. En
outre, par croissance du logarithme, u,+1 = In(u,) +2 > In(b) + 2 = b, la derniere égalité provenant du fait que
2= f(b)<2=0—-1n() < In(b) + 2 = b. Conclure.

4. a) Soit n € N. On a ty11 — Uy, = In(uy) +2 —up = 2— (uy — In(uy)) = 2 — f(uy) Mais u,, > b et f est croissante
sur [b, +oo[C [1,4o0[ d’apres 1. Ainsi, f(u,) > f(b) = 2 et donc up41 — up < 2 —2 = 0. Ainsi, la suite est
décroissante.

b) La suite (u,)nen étant de plus minorée par b d’apres 3., elle converge vers une limite ¢ > b.

En passant & la limite dans la relation u,41 = In(u,) + 2 et en utilisant la continuité du logarithme, il vient
£ =1n(¢) + 2 ou encore f(¢) = 2. Par unicité de la solution de 1’équation f(z) = 2 sur [b, +oo], on a £ = b. Donc
la suite converge vers b.

5. a) g est dérivable sur [b, +0o] et pour tout > b, on a ¢'(z) = % D’ott pour £ > b>0,0n a0 < % <

a utiliser b > 2 pour obtenir : % < %

%. Il reste
b) On utilise I'inégalité des accroissements finis en = w, > y = b : 0 < g(u,) — g(b) < $(u, — b). Or
g(b) =1n(b) + 2 = b et, pour tout n € N, g(u,) = tp41. D’ol le résultat attendu.

¢) La suite (u,) convergeant en décroissant vers b, on a déj?a YneN, 0<wu,—b.
Montrons alors par récurrence sur n € N que u,, — b <

2n on—1 -+
Pour n = 0, puisque b € [2;4] d’apres 3, il vient uo —b=4-0b<4—2=2et par ailleurs 20%1 = 2%1 =2l =2
Supposons que pour un certain n € N U, —b < 2n Sr=T - Montrons que Un+1 -b< 2,L.
Alors, il suit de 5.b) que u,41 — b < (un -b) < 5 X Qn — = W = =. Conclure.

6. Comme u,, tend vers b, u,, va bien fournir une valeur approchée de b si n est assez grand. On veut ici controler
Papproximation en choisissant un bon n. Or d’aprés 5. ¢), on a un encadrement sur 1’écart entre u,, et b.

Il suffit donc de choisir un entier n tel que —2,},1 < 1073 car alors on est str que 0 < u, —b < 1073 (par
enchainement).
On résout : in_l <1073 & 103 < 277! < 3In(10) < (n—1)In(2) (par stricte croissance du In) < n > 31n((10)) +1

puisque In(2) > 0. Le premier entier qui convient est donc :ng = |3 lﬁl((lzo)) +1]+1.




