COI‘I‘igé du devoir maison 3 inspiré d’esc E 2000

1. (a)

Dy={zeR /2> +2+1+#0} =R car le discriminant du trinéme z® + z + 1 est A = —3 < 0.

(b) f est dérivable sur R et Vz € R, f’( ) = % Comme —2?2+1> 0422 <14 —1 <z <1, on obtient le
— — — 1 3 —

TV. Comme f(2) = 2%y = s iv gy = sarie gy, o f(@) =0et lim f(z) =0

(c) flx) —x = gﬂ_igi;fil) = ;fj;ﬁ = _xﬁziﬂ) Faire alors le tableau de signe. En particulier, on trouve 2 points
d’intersection -1 et 0.  (d) Eq tangente : y = z (puisque f/(0) =1 et f(0) =0)
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2' (a‘) f(;) = (%)2+ +1 = 1+P3~P2 — 1+1+p S 1+ car p > O Ou falre ? — f(;) = ... = W 2 O
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(b) A montrer 70 < u, < n%rl” 5 cas n=0 : ug =1 donc 0 < ug < 1. Puis, supposons que pour un certain n, 0 < u,, <
%. Alors, comme f est strictement croissante sur [0, 1] donc sur [0, +1] on obtient f(0) < f(u,) < f(n%rl) Or
f(0) =0, f(un) = tny1 et f(%ﬂ) < ﬁ = %ﬁ d’ot1 0 < Up41 < =. Conclusion.

(¢) Théoréme d’encadrement : ngrfooun =0. (d) upy1 = ey dlol un1+1 = %’?“ = Uy + 14 1/u,.

1 n n+1
(e) n=1: u% :u0+1+u% =3et1+1 Z% = 3. Supp i §n+1+kz;1%. Mq un1+1 < n—|—2—|—k21%. Or
1 1 1 1 g

o —un—i—l—i-— <up,+1l+Mn+1+ Z_IE)[ R] < m+1+n+1+k§_le 2b)]=n+2+ Z? Ccl.

(f) Faire I'étude de la fonction g(z) = In(z) — In(z — 1) — L sur 2,400 ¢'(z) = L — L5 + &5 = IQ(I i <O.
g est décroissante et lim g(a:) =0 (car g(z) =In(5%) — L = ln(l_ll/gg) — 1) donc (TV) g est positive.

(g) Soit n > 2. On somme les inégalités + < In(k) — In(k — 1) pour k variant de 2 & n :
Z : < Z [In(k) —In(k —1)] = .... = In(n) — In(1)[somme télescopique] = Inn.
k=2 —

(h) Pour n > 2, sz:l% = kzj + 1 (Chasles) < 1In(n) + 1. D’ou par 2.e), i <n+1+1+1In(n)=n+2+In(n).

(i) On a donc n -u,, > oo dot 1+2/n+11n(n)/n = ety Snoun < G = ﬁ la deuxieme inégalité venant
du 2.b). Donc par encadrement, n - u, tend vers 1 quand n tend vers +oo.
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l.(a) Dy ={z €R /2 +x+1+#0} =R car le discriminant du trinéme 2% + z + 1 est A = —3 < 0.

(b) f est dérivable sur R et Vz € R, f'(z) = m Comme —22+1> 0% 22 <14 —1 <2 < 1, on obtient le

TV. Comme f(z) = ;5355 = 12(1+§+?) x(1+;1+m—2) zgrfoof( z)=0 et hm flz)=

_zx—z(@i4atl) 232 —2%(z41) . . . . .
fl@)—z = P Tail . = Pra+l = a73.47 - Paire alors le tableau de signe. En particulier, on trouve 2 points

d’intersection -1 et 0.  (d) Eq tangente : y = z (puisque f’(0) =1 et f(0) =0)
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f(0) =0, f(un) = uny1 et f(m) <o = n+2 d’ot1 0 < up41 < n+2 Conclusion.
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sur [2,400. ¢'(z) =1 — Lo 4+ & = 7302(;1_1) <0.
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Faire I'étude de la fonction g(z) = In(z) — In(z — 1) — 1
)
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g est décroissante et lim g(z) =0 (car g(z) =In(5%) — L = 111(1_11/3;) -3 don (TV) g est positive.

Soit n > 2. On somme les inégalités ; < In(k) — In(k — 1) pour k variant de 2 a n :

XZ: 5 < kX;[ln(k) —In(k —1)] = .... = In(n) — In(1)[somme télescopique| = Inn.
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Pourn>2, 3 1= 3 1 +1 (Chasles) <In(n)+ 1. D’olt par 2.e), i <n+1+1+1In(n)=n+2+In(n).
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et d’ou TF2/nin(n)/n = niothn(n) <n-u, < s gl v v la deuxieme inégalité venant

du 2.b). Donc par encadrement, n - u, tend vers 1 quand n tend vers +oo.

On a donc n - u,, >




