Eléments de correction du devoir maison 10

Exercice 1: Intégrales de Wallis (Exercice 12 Feuille 12) fréquemment posé aux concours

1. Wy = f02 1dt = []W/2 Set W, = fog cos(t)dt = [sint]g = 1.
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2. Pour tout n € N, W41 — Wn = fog (cost)™(cost —1)dt < 0. En effet, 0< Z, et pour tout ¢ € [0, 5], 1 > cost >0
donc (cost)™ > 0 et cost —1 < 0.
De plus, pour les mémes raisons que ci-dessus, on obtient que pour tout n € N, W,, = f(ﬂ/ 2 (cost)™dt > 0.
Donc la suite (W,,), décroissante et minorée par 0, converge.

3. IPP sur W, 5. Premieres tentatives : u’ = 1 et v = (cost)"™2 ou «’ = (cost)? et v = (cost)” Ne marchent pas.

Astuce : écrire (cost)" T2 = cost(cost)"t! et poser u’ = cost et v = (cost)"F1.

Alors u =sint et v/ = —(n + 1)(sint)(cost)™. u,v sont de classe C* sur [0, %] d’on

Wya2 = [(cost)™H! sint]% +(n+1) ), ~/2 (sint)?(cost)™dt =0+ (n+ 1) 77/2(1 — (cost)?)(cost)™dt
(n +1)] Tr/z(cos t)"dt — 7T/Q(cos t) (cost)™dt] = (n+ 1)[W,, — Wpa].

Dot Wyyo = (n+ 1)W,, — (n + 1)Wyio cdd (n+2)Wyi0 = (n+ 1)W,.

Finalement, pour tout n € N, W, ;o = 2L/,

n+2
4. ** ’Par récurrence ‘ :n=0: ﬁ% =Z =W
: ! 7 ' r ! s
Supposons que pour un certain n, Wa,, = %5 et montrons que W2(n+1) = (2753(1?:?1))!)2 7= (2n(+21’(b:i)1)!)2 z.
_ _ 2n41 _(2n)! _ _(2n+1)(2n)! & _ 2n+2 (2n+1)(2n)!
Or Wa(nq1) = Wanyo = 2n+2 5 Wan par 2. = Snt2 (2n:§')2 5 par HR. = 2(7;1)(2”21)2 5= Snio 2(nj—1)(2"2!)2 3

o (2n+2)! T o (2n+2)! T
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Ou par itération ... en partant de la formule du 2. en Wa,, (donc fonction de Ws,,_5), et en itérant jusqu’a Wy.

5. Vn €N, upy1 = (n+ 2)WyiaWyy1 = (n + 1)W,,W,,41 par 2. = u,,. Donc la suite (u,,) est constante.

Or ug = W1 Wy = 3 et finalement pour tout n € N u,, = 3.

6. Par 4. pour tout n € N, (n + 1)W,, 1 W,, = § d’olt pour tout n € N, (2n + 1)Wa, 41 Wa,, = § et

- 1 1 T _ (2”?7,!)2
Want1 = 2n+1 Wa, 2 (2n+1)!

Exercice 2:
Posons f l'intégrande : f:t+—

Cost(t), définie et continue sur R* et R*.

1. si z > 0, alors 3z > 0 donc [x,3z] C|0,4o00[ (ou dire donc 0 ¢ [z,3x]) et f est bien continue sur [z,3z] donc
F(z) existe.
si z < 0, alors 3z < 0 donc [z, 3x] C] — 00,0]) (0 ¢ [3z,z]) et f est bien continue sur [3z, z] donc F(z) existe.
F est bien définie sur R*.

2. Vz € R*, on a bien —x € R* et F(—z) = f:jm %(t)dt. Changement de variable : y = —t (t = —t C! sur R).
Alorst=—y,dt=—dyett=—-z=>y=zett=—-3z=y=3xdou F(—x) = fjl %;y)(—dy)

3x s(—

— fa; Mdy =

m fw C()Ly(y)dy = F(z) par parité du cosinus. Donc F' est paire sur R*.

3. (a) Pour tout & > 0, d’apres l'inégalité triangulaire ,
| wa sint) dt| < f bm t) |dt = f?’w ‘sm(t Lsin®l g4 < fgw L dt par croissance de I'intégrale, puisque pour tout t € R,
| sin(t )| <1.0r f;”‘“ 1dt [— ]3w2—5+;_ Z d’oit le résultat.

x

(b) Soit x > 0. Intégration par parties : posons u’'(t) = cos(t), u(t) = sin(t), v(t) = + et v/(t) = —%. u et v sont
de classe C! sur [z, 3] et F(x) = [Smt 3w fo sm(t)dt Sm(gm) Sm(w) + fgx bm(t) dt.

(¢) & — 0donc en appliquant le théoréme d’encadrement au résultat du (a), on obtient ffm Si’z#dt — 0.
r—+o0 r— 400

sin(3z)— 351n(m ‘< \51n(3z)|+3|51n(z)\ <;1

— 0. Donc F(z) — 0.

xr——+00 xr——+00

De plus, |

4. (a) Soit x €]0, %[, alors 3z €]0, §[ et cos étant une fonction décroissante sur |0, [, elle I'est sur [x,3xz]. D’ot1
cos(Bw) < Cos(t) cos(x)
t

par construction : z < ¢t < 3z = cos(3z) < cos(t) < cos(z) = [car t > 0] et par
croissance de l'intégrale, comme 3z > x puisque = > 0, fsz COS(M) dt < fgm cos cos(t) dt < fgm cos(@) gy
Or par linéarité, [ @ gt — cos(x) [** Ldt = cos(x )[ln(|t|)]§“ = cos(z )(111(33:) In(z)) :cOb( )In(3). De
méme, [ °°S<31> dt = cos(3z) In(3). d’ont cos(z) In(3) < F(z) < cos(z) In(3).

(b) Théoreme d’encadrement appliqué au (a) : lim F(x) =In(3).

Comme F' est paire sur R*, on en déduit : hm F( )= lim F(z) = In(3) donc finalement, lim F'(x) existe
z—0— z—0+ x—0

et linf%J F(z) =1n(3) € R. Donc F se prolonge par continuité en 0 (avec la valeur In(3)).
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