Corrigé du devoir maison 14

Exercice 1 : extrait d’edhec E 2018

1.

W est continue et positive sur [1, +oo[. De plus 1+ #2 et t?2 donc W ~ ﬁ = .

Comme 2n > 2 > 1, 'intégrale de Riemann f;roo t;" dt converge, donc d’apres le critere d’équivalence pour les

Soit n € N*. ¢ —

fonctions continues et positives, fl dt converge. Puis par continuité de l'intérieur sur [0, 1], on en déduit

que l'intégrale wu,, converge bien.

Poser A > 0. Alors fl

1+t2)”

dt = [arctan(1 + ¢)]¢' = arctan(A4) — arctan(0) — Z. Donc u; = .

1+t2 A—+oo

e el 400 1 +oo 1—(1+4t +<>O —12
Par linéarité, Vn € N*, upi1 —u, = | T — (1+t2)" dt = |, Wdt = Wdt < 0.

En effet, pour tout ¢t > 0, W < 0, et les bornes sont dans le bon sens, donc la pos1t1v1te des intégrales
convergentes permet d’obtenir le signe de l'intégrale. De plus, pour des raisons tres similaires, on a : Vn € N*,
un, > 0, donc la suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc converge.

—+o00

Soit n;nyNs. D’apres 3., up — tupy1 = [, Wdt On va faire une IPP : u = ﬁ =1+t)™"
—n2t

v/ =1 dot, v/ = —n2t(1 + )1 = W et v =t u et vsont C! sur ]R+. Il reste & poser A > 0.

A 2
Alors -fO (1+t2)" dt = [(1+t2)"] +2n fO (1+t2)"+1 dt = (1+ﬁ2)" +2n fO Wdt Aj 0+2n(un 7un+1), car

+oo

m ~ o7 = gz=r — 0(2n—1 > 0). Finalement, on a bien que pour tout n € N*, u,, = 2n(t, — Upny1).

2n—

5. On en déduit : u,, = 2nu, — 2nu,41 soit encore u,+1 = 50 Ly, puisque n # 0.

. Par récurrence : pour n =1, u; = 5 et W 5 =1x73.

Soit n € N* tel que u,, = %g et montrons que up41 = %%

(2n)! T 2n)! x

2n—1 2n—1 (2n—2)! g 2n (2n)! T o_ T
2 (n(n—1)NZ 2 — 2Znx(nhZ 2"

Or Un+1l = T Un = Top 22n=2((n—1)N2 2 x % = 2Xnx2xnx(22"=2((n—1)1)2)
Conclure.

jus
2

Exercice 2 :edhec S 2007

1.

2.(a) Soit n e N*. z>1=2+1>1=0<

Soit n € N*. La fonction = +— x+1/n est continue sur [0, +o0o[ donc 'intégrale est impropre en +oo.

De plus :Vz >0, 0 < % < 1/—; =ne”* OU 7 =o(e™") OU ... Comme f0+oo e~ ®dx converge (intégrale de

n
référence), par critere de comparaison (ou négligeabilité) des intégrales de fonctions continues et positives, on

en déduit que l'intégrale f0+°° ¢

—x

< e~ *. Par croissance de l'intégrale, comme les intégrales

z+t =
+o0 e~ e~ % 1
convergent, et que les bornes sont dans le bon sens on a : 0 < f = Tdr < f dr = =.
En effet, f1 e %dr = lim [—e = lim —e 4 +el=cl D o Vn € N*, 0 < w, < L.
A—r+o0 A—+oco e’

(b) Soit n € N*. Par décroissance de la fonction ¢+ e, 0 <o <1 = e % > e~ ! d’olt par positivité de x + %,
(w%l) < (gﬂ%m) et donc comme 0 < 1, par croissance de 'intégrale (toutes les intégrales en jeu convergent)

1
fo Gr dz < fo T)dx On conclut en calculant fo T%)dx =2i[n(z+2)],=LtIn(n+1).
(c) D’apres la relation de Chasles, Yn € N*, u,, = v, + wy, > v, > In(n + 1) —+> +00.
n—-+0oo

3. (a) La fonction z +— 1= est continue sur |0, 1] comme quotient de fonctions continues et de dénominateur

ne s’annulant pas sur ]0,1]. De plus, e* — 1 ~, U dote™™ —1 ~, TTearu=-—g — 0, et finalement
u— T—

flx) e 2 =1— 1donc f se prolonge par continuité en 0. L’intégrale, faussement impropre en 0, converge.

(b) Soit n € N*. ¥z €]0,1],onae® < e’ =1doncl—e®>0et0 <z <zt d0u0<1ﬂf1<1 e’

n

Comme les intégrales convergent, et que 0 < 1, 0 < fo da: < I pour tout entier n > 1.

(c) Linéarité (toutes les intégrales sont définies) : 0 < fo dx — v, <I,dou 0 <In(n+1)—wv, <T et enfin,
In(n+1) -1 <w, <In(n+1).

(d) Comme In(n+ 1) > 0 pour tout n > 1, 1 —

z+%

< 1 et par le théoreme d’encadrement, on a

I Up
In(n+1) < In(n+1)

. ) s N . . _ . .
alors : ngrfooiln(nﬂ) 1. D’otu vy, et In(n + 1). Comme par ailleurs, w, n_g_oo(vn) (faire le quotient),
on obtient u,, = v, +w, ~ v ~ In(n+1).

n
n—-+o0o n—-+o0o



