Eléments de correction du devoir maison 9
Question : X est une variable finie, donc d’apreés la formule de transfert, 3¥ admet une espérance et E(3%) =

> 3FPX =k =Y ()3FA-p) =3 (HBp)*A-p)"F=Bp+1—p)" = (2p+1)" d’apres le binome.
keX(Q) k=0 k=0

Exercice : — introduire les événements P;, F; ...

1. (a) La case n est particuliere car 2 conditions d’arrét! Soit k € [1,n —1]. Alors (T,, = k) = F1N--- Fr_1 N Py
et d’apres la formule des probabilités composées (a écrire), P(T),, = k) = ¢*~!p, avec ¢ = 1 — p.
(T, =n)=[FiN---NF, 1 NFJU[FRN---NF, 1NP)=FnN---NF, 1 dou P(T, =n)=q¢" L.

n n—1 n—1 n—2
(b) S P(T, =k)= > P(T,, = k) + P(T,, = n) (relation de Chasles) = (> pg" D +¢" 1= p>. ¢)+¢" ! =
k=1 k=1 k=1 j=0

(P ) +a" =1 —¢" ) + ¢ (car 1 —g=p) =L

n
Autre argument : T,,(Q2) = [1,n], donc {(T}, = k), k € [1,n]} est un s.c.e donc > P(T,, = k) =1.

k=1
n—1
(c) Pour = # 1, le polyndme P,(z) = Y 2% vaut P,(z) = Z=%-. P, est dérivable sur R, et pour z # 1
k=1

n—1 n— n n— n n n
Pl(z) = Y kah—! = U=ne 1(>1<1;;>+<H ) — lonz (11_;302 (=D Ou partir de Ry (z) = Y aF = 1=2" de
k=1 k=0
méme dérivée ... (puisque la dérivée du terme 1 vaut 0).

(d) T, est une variable finie donc admet une espérance et

n n—1 n—1
E(T,) = Y. kP(T, =k) = Y kP(T,, = k) + nP(T;,, = n) (relation de Chasles) = p > k¢"*~! + ng"~! =
k=1 k=1 k=1
pl—nq"(’llj;()g—l)q" +ng" 1l = 1—nq"’llj-(§n—1)q” + mf‘;i(ql—q) - 1*nq"‘1+nq"’lj1;+nq"‘l7nqﬂ’ — 111«1;.
2. X, (2) ={0,1} (donc X,, suit une loi de bernoulli) et (X,, =0)=F;N---NF, d'on P(X,, =0) = ¢".
On en déduit que P(X,, =1)=1—- P(X,, =0) =1 — ¢" puis que E(X,,) =1 —¢".

3. (a) Yo(Q) = [0,n]. Pour tout k € [0,n — 1], (Y;, = k) se réalise ssi 'expérience finit par un pile : (Y, = k)
FiNn.NFNPyiet PY,=k =¢p Et (Y,=n)=Fn..NE, dou P(Y,, =n) =q".
(b) Un lancer donne soit pile soit face d’ou T,, = X, + Y, et Y,, = T,, — X,,. Par linéarité de 'espérance,

B(Y,) = E(Tn) = E(X,) =24 —(1-¢") = (1—¢") (5 -1) = (1 —¢")

1—q 1—q
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1—ng" '+(n—1)g" 1 1—ng" '+ (n—1)q" ng"~1(1—q 1—ng™  4ng™—q"+ng™ 1t —ng™ 1—gm
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1—q 1—q 1—q oo 1-gq-
2. X, (2) ={0,1} (donc X,, suit une loi de bernoulli) et (X, =0)=F, N---NF, don P(X,, =0) = q".
On en déduit que P(X,, =1)=1—- P(X,, =0) =1 — ¢" puis que E(X,,) =1 — ¢".
3. (a) Y,,(Q) = [0,n]. Pour tout k € [0,n — 1], (Y,, = k) se réalise ssi I'expérience finit par un pile : (V;, = k) =
FiN.NFENPeet PY,=k) =¢"p.Et (Y, =n)=F nN..NFE, dou P(Y,, =n) = q".
(b) Un lancer donne soit pile soit face d’ou T,, = X,, + Y, et Y,, = T,, — X,,. Par linéarité de I'espérance,

E(Y,)=E(T,) — E(Xa)) = 5 —(1-¢") = (1-q") (1%«1 - 1) =(1-¢") 1%




