Corrigé du devoir maison 13

Question : f:t+— te=t" est continue sur R donc I'intégrale est doublement impropre.

Méthode 1 : remarquer que la fonction f est impaire sur R, donc si I'intégrale +°° F(t)dt converge, alors lintégrale
fj;o f(t)dt convergera et f_oo f(t)dt = 0.

. . 42 _ 2
Pour montrer la convergence, on peut par exemple remarquer qu’au voisinage de +oo, te™" = o(e™") ou te™"" = o(33)
et rédiger le critere d’équivalence.

Méthode 2 : remarquer que ’on connait une primitive de f sur R, puisque (e‘tz)’ = —2te=t.
Posons A < B. Alors ff tedt = Le V) = —L(e B —e ) L 0ER (attention de bien réaliser que le carré
——00
B—+o00

porte sur B et sur A mais n’inclut pas le "moins” devant!)
11 reste a conclure!!

Méthode 3 : mixer les deux méthodes précédentes (a savoir utiliser I'imparité, mais le calcul d’une primitive pour
étudier f0+oo f(t)dt.)

Exercice 1 :
1. Soit n € N*. Alors f, : z — m

1
T, e @7 = xgn. Comme les deux intégrandes (fonctions sous le signe intégral) sont continus et

est continue sur [1,+oo[ donc l'intégrale est impropre en +oo. Or

positifs, et que l'intégrale de Riemann fl dx converge puisque 3n > 1 (n € N*), on déduit du critere

131

d’équivalence que l'intégrale f;r de converge. Enfin, comme f, est continue sur [0, 1], on obtient la

convergence de l'intégrale I,,.

_ [t 1 (1+2?) +oo —z3
I 0 (Afz3)n Tt — (Afazd)ntt dr = 0 (Afa3)ntt

tout z € [0, 1], W < 0, donc par positivité de 'intégrale (avec 0 < 1), I,41 — I,, < 0. Donc la suite (I;,)

2. Soit n € N*. Par linéarité de l'intégrale, I, 41 — dx. Or pour

est décroissante. Pour des raisons analogues, on peut montrer que pour tout n € N*, I,, > 0, donc la suite (1),

décroissante et minorée par 0 converge.

+o0 3

0 [ramerde

Effectuons maintenant une IPP sur I,,. On pose u/(z) = 1, v(z) = (1 + 23)™" d’on u(z) = x et V'(z) =

—n3x%(1 + 2?)" 1, avec u,v C* sur R*. D’ou, pour 4 > 0,

A 1 A A 3 A A 3 .

Jo mrmrde = [agmymlo +3n Jy mrmmrds = grams +3n o g de a5, 0t 3nn — Inva) puisque
A _ _ 1

Aﬁf\lmW—WA:)mOcar3n—l>O

On obtient bien : I, = 3n(l, — I,,+1) d’ou la relation de récurrence (pour n # 0) : I,41 = 3%;1171 (%)

3. Soit n € N*. Par le calcul précédent, I,, — I,,4+1 =

I'intégrale converge et que ﬁ

4. Récurrence : pour n =2, I 3’;—;1 =1 x %, or d’apres la relation de récurrence (x) on a bien Io = %Il.

k=1
Supposons alors que pour un certain entier n > 2, I, = Il 3”“ . Alors d’apres la relation de récurrence,
k=1
n—1
Inyy =3=1], = (3t 3’;21) H k-1 —L1; (relation de Chasles pour le produit). Conclure.

Exercice 1:

1. Soit x > 0. Alors t +—
Iintégrale converge. Or

1+titm+1 = 1+t+e<iﬂ)ln(t> est continue et positive sur [1,+oo[. Il reste & montrer que

1 1 7 . . . _ +1
W [y T CAr T +1 > 1 (nécessaire pour justifier que ¢t = o(t* 1) !) ou utiliser

la comparaison W < tlﬂ Il reste a conclure avec le critere choisi, en remarquant que l'intégrale de

Riemann f1+oo ﬁ%dt converge puisque x + 1 > 1.

2. Soit z,y € R tels que 0 < x < y. Alors pour tout ¢t > 1, comme In(¢) > 0, zln(¢) < yIn(t) d’ou par croissance de
'exp, puis par somme 1 +¢+e*) < 14¢+4 e Pon ﬁ < ﬁ Enfin, par croissance de l'intégrale,
les bornes étant dans le bon sens, et toutes les intégrales en jeu étant convergentes, on obtient f(y) < f(x).
D’ou f est décroissante sur RY .

3. (a) Soit > 0. On remarque que pour tout t > 1, m = Ht%ﬂ ~ tr+1 Pour les mémes raisons qu’au 1.
(aller vite!), on en déduit que g(z) existe.
(b) Soit = > 0. Pour tout ¢ € [1,+o0], T — ﬁ—: = t(ll-:-tfi) - t(1+fr) t(1+fr Posons A > 1. Alors par linéarité,
A A z—1 T T
In t(lJlrt1 =[] Lat - fl tzdt = [In([t))]3 = [2 (|1 4+ ¢7])]3' = In(A) — 2 In(1 + A%) + L In(2). Il reste &

simplifier In(A) — 1 In(1+ A®) pour en trouver la limite : or In(A) — 1 ln(l —|—AI) = L(zIn(A) —In(14+ A%)) =

%(ln(A””)fln(HAx)) =1lin(25) = iln(m)%ﬁm 0. D’ot1 fl e dt Pl 2 Cel: g(z) = 22,




~ 1 1 1
(¢) Soit & > 0. Pour tout t > 1, 0 < y7mrr < yarr = AEEEn

le bon sens, intégrales toutes convergentes), 0 < f(x) < g(x) d’ou le résultat.
Théoreme d’encadrement : f(x) — 0.
Tr——+00
i (2 — _ [t 1 1 oo Ittt (et 4, oo 1
d) i ===f) =g(@)-f@) = || mm—mmendt = | memaraem = )i g masme
Il reste a encadrer cette intégrale. Or pour tout ¢ > 1, 0 < (t+tm+1)d+t+tm+1) < ey = =T

d’oti par croissance de 'intégrale (bornes dans

dt.

On reconnait l'intérieur d’une intégrale de Riemann qui converge (2z + 2 > 1), d’olt par croissance de
l'intégrale 0 < g(z) — f(z) < 1+°° e dt = 1

2o+1°
En effet, pour A > 1, f1A 2R = s R = 2z1+1 - 2m1+1 ps P ﬁ puisque 2z+1 > 0.
ii. En renversant encadrement du (a) (cacher un c6té puis 'autre), on trouve 1ng(62) - 21,1“ < flz) < @
Or lng(f) — 2;“ — +00, donc par comparaison f(x) — ~+00. Enfin, au vu de I’encadrement, on devine
z—0 r—0
f(z) v @ Montrons le. Comme 22 > 0, on obtient (aprés simplication) 1 — T S lr{(;/)m <1
s 5 f(z) IR  In2
d’ ot (th d’encadrement) = 25 T 1 d’ott I'équivalent f(x) e

(e) Il reste & mettre bout & bout les questions 2. 3.(c) et 4.(b).



