Feuille d’exercices 22 : Compléments d’analyse 2022/2023

Dérivées successives
Exercice 1:
Soit n € N et a € R*. Montrer que les fonctions suivantes sont de classe C" sur leur ensemble de définition,

et déterminer leur dérivée n'e : filz) =xe™® fo(z) = 2%
f3(x) = (az + b)*, avec k € N falz) = = fs(x) = ﬁ fo(x) = ﬁ
Exercice 2:

Soit la fonction définie sur | — 1, 1] par f(z) = 11_x2.

1. Montrer que f est de classe C*> sur | — 1,1].

2. Montrer que pour tout n € N, il existe P, € R[z] tel que £ (z) = % pour tout x €] — 1, 1].

(1-22) 2
On précisera la relation de récurrence entre P11 et P,.

3. Montrer que pour tout n € N, P, est de degré n.

Exercice 3:
Soit f la fonction définie sur R par : pour tout € R, f(x) = e~

1. Justifier que f est de classe C™ et préciser f’ et f”.
2. On pose pour tout n € N : pour tout = € R, P,(z) = f (x)e””z. Préciser Py, P, et Ps.

3. Mq pour tout n € N, P, est une fonction polynémiale dont on précisera le degré et le coefficient dominant.
On raisonnera par récurrence, et on commencera par trouver une relation entre P11 et P,.

4. Applications :
(a) En déduire I’existence et le calcul des limites en +oo de f(™).
(b) Justifier que la famille f, f/, f”, ..., f) est une famille libre de RE.

Exercice 4: pour s’entrainer et aller plus loin

Soit la fonction définie sur R* par f(z) = { 871” 21 i z 8

1. Montrer que f est continue en 0.

2. Montrer que f est de classe C* sur R7 .

3. ** Montrer que pour tout n € N, il existe un polynéme P, € R[z] tel que f™)(z) = Pn(%)efl/‘” pour
tout € R%. On pourra commencer par déterminer Py, Py et P,.

4. Montrer que pour tout n € N, P, est un polynoéme unitaire de degré 2n.

5. Montrer que f est de classe C* sur RY.

Exercice 5:
On pose pour tout n € N, f, : x — ™.
1. Soit n € N. Déterminer pour tout k € [0,n], f,gk).

2. En calculant féz) de deux manieres différentes, calculer Y (Z)2
k=0

Formules de Taylor
Exercice 6: pour aller plus loin
A Taide de la formule de Taylor avec reste intégral, montrer

a)Ve e R, 1 -z <e® <1—x+ 3a? b)Ve e RT, 1+ 32— 22?2 <VT+az <1+ 32
) Ve e RT, 2 — 12 <In(1+2) <z — a2 + 12° d) vz €[0,3], z — ¢a® <sinz <z

Exercice T:
Soit P une fonction polynémiale de degré n > 2. On suppose qu’il existe a € R tel que P(a), P'(a), ..., P (a)
soient tous strictement positifs. Montrer que P n’a pas de racine dans [a, +00[.

Exercice 8:
Soit n € N* et a € R. Montrer que la famille (z +— 1,2 — x —a,7 — (r —a)?,...,x — (x — a)™) est une base
de R,,[z]. Donner lexpression des coordonnées d’un polyndéme P € R,,[z] dans cette base.



Exercice 9:
On pose pour tout z € [0,1], f(x) = In(1 + ).
1. Montrer que f est de classe C* sur [0, 1] et déterminer pour tout n € N*, f,
2. Appliquer l'inégalité de Taylor-Lagrange & f entre 0 et 1 a 'ordre n.
Qu’en déduit-on sur la série Y % ?
3. Autre méthode : posons poufztéut neN, I, = 0 Sy " dz.
(a) Montrer que la suite (I,,) converge vers 0, puis calculer pour tout k € N*, I _1 + Ij.

n k—1 k—1
(b) Exprimer ) (D on fonction des intégrales (Ir). Quen déduit-on sur la série D
k=1 k>1
Exercice 10:
n
Le but de cet exercice est de déterminer la limite quand n tend vers +o0o de : > emE — .
n k=1
. Montrer que la suite — = )nen+ converge vers In(2) a laide des sommes de Riemann.
1. Montrer que la suit nike g In(2) a l'aide d de Ri
k=1
2. A T’aide d’une formule de Taylor, montrer que pour tout x € [0,1], [e* — 1 —z| < %
n n
3. Montrer alors que pour tout n € N*, |kzlek+ﬁ —n— kzl n+k| < 5. Conclure.
Exercice 11:
Pour tout « > 0, on considere la série de terme général u,(z) = %, avec nn > 0.
1. Montrer que la série converge. On note g(z) la somme de la série. Que vaut g(1)?
n k, k n
2. A Taide d’une formule de Taylor, montrer pour tout n € Net u >0: [e”* — Y (_1]2! L) < (7“1_:11)!.

n

3. a) Montrer alors que pour tout z > 1, |f01 w e du — 3 (1) g | < (nil)! X o

b) En déduire que pour tout z > 1, fol u* e %du = g(x).
bonus : montrer que le résultat précédent reste vraisi 0 < x < 1.

Exercice 12: le grand classique des sujets EML

1 e—zt
0 Tredt

1. a) Justifier que f est définie sur R.

Soit f la fonction définie par f(z) =

b) Déterminer la monotonie de f.
c¢) Déterminer la limite de f en +oo puis —oo, et dresser le TV de f en précisant f(0).
2. (a) Montrer que pour tout u € [—1,1], [e™" — 1 + u| < % a ’aide de I'inégalité de Taylor-Lagrange.
(b) En déduire que :Vx € R, Vh € [-1,1] — {0}, V¢ € [0,1], |[e”(@+M)t — =2t 4 hteot| < b2 %e‘wt
. 1 zt 1 42
puis que ‘.f(I+h) f@) Johe 3Ih\ I thz
(¢) En déduire que f est dérivable en tout = € R et que pour tout x € R, f'(z) = — 01 tf;:; dt.
Exercice 13: *
1. Montrer que l'intégrale [; T te=tdt est convergente.
2. Montrer que pour tout réel x, G(x fo cos(tz)e~tdt existe.
3. A laide de deux intégrations par partles successives, montrer que G(x) = H%
4. Montrer que pour tout x € R, F(x) = 0+°° Mdt existe.
5. * Montrer que pour tout (¢,z,h) € R, |sin(t(x + h) — sin(tx) — thcos(tz)| < 2R
6. Soit (z,h) € R2. Majorer w - G(x)‘ en fonction de h.
7. En déduire que F est dérivable sur R et que pour tout z € R, F(z) = G(x).
8. En déduire F.
Exercice 14: un autre pour s’entrainer
1. Montrer que pour tout réel x, les intégrales S(z fo sin(zt)e"dt et C(z fo t cos(zt)e~" dt existent.

2. A l'aide de 'inégalité de T-L, montrer : Va € R Yy €R : |sin(a+y) —sina — ycosa| < ¥ 7

. —t2 ooy —t2
3. Montrer que Vz € R, Vh € R*, Vt € [0,1] : sin((z+h)t)e = —sin(zt)e

4. En déduire que pour tout x € R, pour tout h € R* : ‘w - C(z)| < %‘ fol 267t dt.
5. Montrer alors que S est une fonction dérivable sur R et expliciter sa dérivée S’.

—t? [h] 42—t
—teos(at)e™" | < Llt2e



Développements limités
Exercice 15: pour s’entrainer

Donner un développement limité & Pordre 3 en 0 des fonctions suivantes :  a) x — In(1 + ) cos(x)
b) z — sin(2x) c) x> we2rtl d) z 17%25(3”) e) T lf:m f) & — arctan x (ordre 2)

Exercice 16:

En utilisant un développement limité & un ordre convenable, donner un équivalent simple en 0 de :
a) ¥ — cos(x) — sin(z) b) In(l+2) —= c) et — (14 2)¢—(e—1)

Exercice 17:
Etudier la nature des séries de terme général défini par :

u, =e/m—1-2 v, =1+ 2 —cos(1) wy, = nsin(1/n) — 1.

Exercice 18: Ecricome S 2016
n

On note pour tout n > 1, w, = > + — In(n).

k=1
a) Rappeler un DL d’ordre 2 en 0 de In(1 + z) et 1_%1
1

b) Montrer alors que wy,+1 — Wy, T

~Y
n—-+o0o

¢) Montrer que la série de terme général (w, 1 — wy,) converge, puis que la suite (w,) converge.

Exercice 19:
Déterminer les limites suivantes en O :

a) B b GReE o EEREEL g el o foon D) —d G

Exercice 20:
. . . o ay . an\na—an _
Soit (an)nen une suite positive telle que ngl}rloo\/ﬁ = 0. Montrer que ngrfoo(l + Sm)tem 4 = 1.
Exercice 21:
Soit f une fonction de classe C2? au voisinage de 0. Déterminer la limite en 0 de w.

Exercice 22:

On note f la fonction définie sur R par f(z) =

22 sz A0
0 siz=0"
1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R.

2. Montrer que f est continue sur R.

3. Montrer que f est dérivable sur R et préciser la valeur de f’(0).

Exercice 23:

m(ta) £
On note f la fonction définie sur | — 1, +-00[ par f:z— ¢ #2(+2)

2
1. Déterminer le développement limité a ’ordre 2 au voisinage de 0 de f.

2. Montrer que f est dérivable en 0. Que vaut f/(0)?

3. Préciser alors la position locale de la courbe de f par rapport a sa tangente en 0.

siz=20

Exercice 24: pour s’entrainer
Soit f la fonction définie par f(x) = { W siz # 0
0 siz=0
1. Justifier que f est bien définie et continue sur R.
2. Justifier que f est de classe C'' sur R* et préciser f.
3. Déterminer la limite de f/(z) quand z — 0. Qu’en déduit-on ?
4

. Etudier le signe de f’. On pourra introduire une fonction auxiliaire ....

Exercice 25:

A Taide d’un DL, étudier le comportement de f au voisinage de 0, préciser la tangente éventuelle ainsi que sa

position localement : f(x) = \/11-‘1-7 g(z) = 111(1I+fv)




Exercice 26: Une annale pour réviser !
x
T g 0
Soit f(x) =< e*—1 st 7
1 six=0
1.

5

Justifier que f est bien définie et continue sur R.

—~ o~
o

Justifier que f est de classe C' sur R* et préciser f’.

—
o

M ! -1
ontrer f'(z) 3
En déduire que f est de classe C! sur R et préciser f’(0).

Etudier la fonction u : z — (1 — x)e” — 1.

o
N
&

—~
— D N ~—

En déduire le tableau de variations complet de f sur R.

—
o

Montrer que la droite d’équation y = —x est asymptote a la courbe au voisinage de —oo.

a
S~—"

Tracer I'allure de la courbe représentative de f. On précisera la tangente en 0.
3. On considere la suite u définie par ug = 1 et pour tout n € N, u, 11 = f(un).
(a) Montrer que ’équation f(x) = x admet une unique solution « que l'on calculera.
(b) Etablir : pour tout # € RT, €2* — 2ze®* — 1 > 0.
(¢) En déduire que pour tout x € R, —% < f'(z) <O.
(d) Etablir : pour tout n € N, |un41 — | < F|u, — o puis Ju, —af < ()™
(e) Conclure quant a la nature de la suite.

crire un programme on qui donne une valeur approchée de av & 103 pres.
(f) Ecri prog python qui d 1 pprochée d 3 1073 pre

4. On note G l'application définie sur R par G(z) = f;m f(t)dt.

z(3—e”) .
(a) Montrer que G est de classe C* sur R et que, pour tout z € R, G'(z) = { 162’*1 St 7 8
six =
(b) Déterminer les limites de G en +00 et —oc.

(c) Dresser le tableau de variations complet de G. On n’essaiera pas de calculer G(In 3).



