Eléments de correction de la feuille Calcul :

FRACTIONS

Exercice 1 :
(a) % - % = 152_022 = —2—70 Choix du meilleur dénominateur commun : 4 =2 x 2 et 10 = 5 x 2 donc on choisit comme

dénom 2 x 2 x 5 = 20 (qui ”contient” bien le 4 et 10, mais sans répéter inutilement le 2).

L_f 1 _ b—d444x5 _ 21 _ 7T 7
(b) 36 —"_9 9Ix4 9><5+9_ Ix4x5 ~ 9x4x5 ~ 3x4x5 ~ 63"
c) %:3>< 7—7 Ou simplifier directement les 3 : 3 = + = 7.

7 7 7

d) 1 40x27 _ 8x5x9x3 _ 5x3 _ 15

5% I8 7 63x16 ~ 9xTx8x2 ~ Tx2 14’

7 7 7

3 _ 3 _1T1 _ 7 » 7T 3 _T7 1 _ 7
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its 0
3., 12 3_9
7 13 _ 7x10—13x3 _37
h) 18 180 =18
Choix du ellleurdenom:18—3><3><2et60_3><2><5><2 D’ou dénom =3 x 3 x 2 x 5 x 2 = 180.
N7 2,2 7_7 _21-2448 __ 5
(i) 12 3 +3 9 — 3x4 + 3><3 — T3x4x3 36
() 341 5 3><12+5><3 5x5 _ _ 26 _ _ 13 __ 13
J 5 4 3x4 5x4x3 5x4x3 5X2x3 30°
3_5 9,21y _(3_5 9, 7y _ 6=5 9414 __ 23
K GE-DxG+5)=G-DxG+z)="Tx"F =%
26, =45 13x2x9x5 1
(1) B = ——%52F— = -0 (tout se simplifie!).
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Exercice 2 :
(a) 35 _ 7xX5 _ 5

91 — 7x13 _ 13
(b) fraction 1rreduct1ble (29 n ‘est dans aucune table!)

123 _ 90433 _ 3x41 _
(c) 325 = 233 — AL — 2L qui ne simplifie plus (41 n’est dans aucune table)....

Exercice 3
(a) 2x2+3 =7 +
(b) =228~ (5 —3) = —2+3
(c) attentlon pas de simplification possible !
(
(

d) 3z— 6 _3z—6 _ —(3z—6) _ —3§+6 = —x+2

3 3

e a4 — 0 = (a?)2 — 1% = (a® — b)(a® + b) (identité remarquable) d’ott “5=t> = a2 4 b.
) a?—b

Exercice 4 :

. . +1)b—a(b+1 Cab—
1. Soit a, b, réels tels que 0 < a < b. Alors er'% £ = (a b)(bﬁ() ) — ab*g(bbﬁb) a _ b(b+1
a bien : ¥ > ¢,

b+1 =
5 _ 15 16 _ N
2. 33 = 59 § 100 016dapresl
toujours d’apres 1.

3 > 0 par hypothese. Donc on

Et 0.16 = 18 < 1 101

Enfin, % = 5 g 33 buisque 33 < 35 d’ou 'ordre suivant : = < 33 <0.16 < 5 AT

101°

==

Exercice 5 :
1. Comme ad > 0, § > § & 7bd > 5bd < ad > cb et comme é >, on continue : & ¢ > g.

2. On sait déja : % = % > % puisque 2002 < 2003.

. 3000 _ 3000 __ 1000
De méme, 5555 < 5505 = 1001+

Puis en utilisant le 1., 2290 » 3000 . 9000 x 3005 > 2003 x 3000 < 2 x 3005 > 2003 x 3 < 6010 > 6009 vrai! (ou

3
partirde%<%@%8%>%@ > 2008 & 2 x 3005 > 3 x 2003 ....).

: 1000 2000 3000
Flnalement, 1001 > 2003 > 3005

FACTORISATIONS, IDENTITES REMARQUABLES ET RACINES CARREES

Rappel des identités remarquables : (a + b)? = a® + 2ab + b2, (a — b)? = a® — 2ab + b? et (a — b)(a + b) = a® — b

Exercice 6 :
(a) factorisation d’'un trindéme : A = 9, deux racines f% et 1, d’olt pour tout » € R, 222 — 2 — 1 =2(x
(b) Polynoéme de degré3, mais factorisation par x évidente : x3 + 222 + x = x(2? + 22 + 1) = 2(x
remarquable, ou au pire, passer par A = 0...).
(c) Par exemple, (7 —2)% = (x — 2)%(z — 2) = (22 — 4o +4)(x — 2) = ... = 23 — 62% + 122 — 8 (variante par la formule
du binéme ....)

)(z —1).
2

(identité
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Exercice 7 :
A =922 +182+9 — (36 — 122 + 22) = 822 + 30z — 25
B =4+ 4z + 2% — (4 — 2?) = 222 + 4x.
C=(x-32%z-3)=(22-62+9)(z—3) =23 — 322 — 622 + 182 + 9z — 27 = 2% — 922 + 27z — 27
Exercice 8 :
A= (3z—1)[(4r+2?)—2] = (32—1)(3x+22) = (3x—1)x(3x+1) On peut encore reconnaitre une identité remarquable,
pour obtenir la forme A = x(922 — 1) mais elle ne sera pas plus utile que la précédente ...
B=2r—-1)?2z—-1-1] =2z —1)?(2z — 2)
C=@+3)(z—-2)(x+2)—(z+2)2%*(z-2)=(@—-2)(z+2)[(z+3) — (z+2)] = (z —2)(z +2)

Exercice 9 :
A=(WT7)2-32=7-9=-2

= (2v/3)2 — 20V/3 + 25 = 22(v/3°) — 20V/3 + 25 = 37 — 20V/3.
C =V2x3/Tx2V7=(V7)?(V2)*/3 =143

D : On va uiliser une technique particuliére a savoir ’ multiplier par la quantité conjuguée ‘

C’est une méthode a laquelle on pourra penser quand on aura un probléme (de calcul ou de limites) lié & une quantité
du type y/a+b, oua+ Vb ou encore Va+ V/b. 1l suffit de retenir que I'on multiplie en haut et en bas par "’autre”.

_ 2 _ 72 32

Vva+b Va+b Va+b

Ici on applique cette méthode a chaque dénominateur, afin de simplifier les dénominateurs et donc les fractions.
2 2 -2 -2 2)2 —92)2

(V3-2)(vV3+2)  (V3+2)(V3-2) 3 _4 3 _4

E:Comme\/a\/l;:\/%désquea>0etb>0

E:\/(2+\/2+ﬁ)x \/22 2—\/4 (2+V2) =V2-V2

Pour F : Attention, Va2 = |z| (# z!!).

Donc F = |2 — \f 5| — |3 — v/5]. 1l reste & connaitre les signes des intérieurs de |...| pour pouvoir enlever les valeurs
absolues. Or4 <5<9=2<+5< 3, par croissance de la racine carrée.

On en déduit : 2 —+/5 < 0et [2— /5] =—(2—5) et 3—+/5>0dou |3 -5 =3 —/5.

dot F=-2+V5-3++5=-5+2V5.

Il reste & simplifier le numérateur.

Exercice 10 : o 3B
Méme technique que précédemment : \/5:/5 = (\/Ei(\f;)?\/;-)m/g) = X 22_+5 5 = —(v2 4 V5) donc a = b = —1

conviennent.

Exercice 11 :
Pour z <1, y/(x—1)2=|z—1]=—(x —1)=1—x puisque z — 1 < 0.
VI =22)t = /(1 -22)2)2 =|(1—22)?| = (1 —22)2 (=1— 4z + 42?).

PUISSANCES

Exercice 12 :
(a) 212 % (23)6 — 212 % 23*6 — 230
(b)(—2)2920 = (—1)2020 x 22020 — 92020 ¢4y 2020 est un entier pair.
4 4 4., 94 4 3\4 12
8 —(4X2) :4X2 =24, Variante:g—zi(z) :2—:212_8:24.
44 44 44 T (224 28

(—=1)"4" = (=1)"(22)" = (—1)"22" donc il ne reste pas qu'une puissance de 2!
/2)2n41 — _9n+1/2 car 2n + 1 est un entier impair donc (—1)2*+! = —1.

(

(

(e) ﬁ _ (%)3 — (\/5)3 _ (21/2)3 — 23/2
(f)

(

(

f (\/i)4n (21/2)4n 921
‘est Vintrus car (—4)"
2)

g) =
h) (7[ 2n+1 _ (71)2n+1(21

Exercice 13 :
(a) qn+1 — qn X q

(b) ¢" ' =q"xq P =q"x
—n+1 _ —n _ 1

(C)q2 = a7 =ag

(d) ¢ = (q") X

(€) @' =¢*" x gt = x(¢")?

() " —¢"=(¢—1) x ¢"



2n+1—(n—1)—3 _ q3/2 X q" = q\/a X q"

(8) =4q

Exercice 14 :
(a) 527t =52 x 571 = 1 x (52)" = £(25)"

(b) (=1)" x 2n*1t = 2(—1)"2" = 2( 2)™ (pour regrouper les deux termes puissances, il faut la méme puissance :
cela marche pour les x comme pour les quotients)

@=0r

2n s _ 202y

@) §7= = G52 = 22506
(6) —(~1)" x Zgt — LR _ 12y,
(f)
(

Exercice 15 :
k+1 k gk+1 2F %2 2k\2
28+ =28 x 2 d’ou r =r =(r*)

Exercice 16 :
Pour pouvoir comparer, il est plus facile d’avoir la méme puissance : or on remarque que 222 > 220 = 22 x 10. Départs
possibles : on a 2222 > 2220 QU partir de 2222 = 2220+2 — 2220 » 4,

Puis 2220 = 222x10 — (210)22_ Oy 210 = 1024 donc est beaucoup plus grand que 22.
Conclure : 2222 est beaucoup beaucoup beaucoup plus grand que 2222,

Exercice 17 :
Pour pouvoir simplifier les puissances, il faut les décomposer :

par exemple (—50)3 = —(50)% = —(25 x 2)3 = —253 x 23. On pourra ainsi simplifier avec le 25% au dénominateur, et
il restera juste 25 en bas etc.

La fraction cherchée est donc : 797 X 27 x 21 X 257 x 27 9 x 27 9 24( X 24)
' 254><2160><92><324 T 25x20x9 25 52 7
4,04, 04 X
Pour le (b), on trouve : & X623XX9(_X12)X96 =—— =5

EXPONENTIELLE et LOGARITHME

Exercice 18 :

(a) In(e2) = 21n(e) = 2
( ) eSln(2) _ eln(2 ) —93 — 8

(c) In(12) — (6) = ln(%) =In(2)

(d) e~ nB) = n(1/3) — % Variante : e~ () = 7e1nl(3> = %
In(2) _ 1n(2) _ In(2) _ 1

(e) In(16) — In(24) — 4In(2) _ 4°

Exercice 19 :

(a) In(2) +In(4) = In(2) + In(22) = 31n(2)
(b) In(2) = ln(23) =—2In(2)
()1n(4f) In(4) + In(v/2) = In(2%) +
(d) In(8) — In(v2) = 31n(2) — 5 In(2) =

In(2) =2In(2) + 1 ln( ) = 21n(2).
= 23 1/2 = 95/2 puis prendre le In).

M‘U‘l\)b—t

In(2) (ou s1mphﬁe

Exercice 20 :

Soit ¢ > 0.
( ) 2In(t) _ 6ln(t ) —
( ) —In(t) _eln(l/t)
)

(¢

. 2t+In(3) _
Mais ici, il y a un peu plus simple : &—— = 2B =t = () = eteln(®) = 3¢t

In(Gr) = —
(e) In(£) = In(e®~1+) = In(e¥ 1) = 3t — 1 OU In(%m

e2t+In(3)

2t In(3) X3
Si on fait "comme avant” : “—— = © xe — (Px8 = 3et.

et - et

In(e2t) = 2tOUln(e) In(e~2t) = —2¢.

211

—)=In(e®"Y) —In(e™?) =2t —1— (-t) =3t — 1.

Exercice 21 :
Soit z e R. Alors —— = L= _L_— _¢< |

e~ *4+1 L +1



Exercice 22 :

—t 1 62t t 62t

Soit t € R. puisque — = e*~" = ¢’
e

1

1 e
£ — X =

T+e 2t 241 e 241 e+l

Exercice 23 :
Soit z € R.

Vu le dénominateur, il faut mettre en facteur e® puisque e® + 1 = e*(1 + e%) =e”(1+ e *). Par ailleurs, si on met e®
en facteur au numérateur, on obtient : €% — e = e®(e* — 1) puisque e** = (e%)2.
2z T T(,T T
et —e e’(e’ -1 e’ —1
D’ou = ( ) _ . La bonne réponse est donc la réponse (b).

er +1 e?(1+e*) 1+e®

INEGALITES

Exercice 24 :

Rappel, les tableaux de signe sont a envisager lorsqu’on cherche le signe d’un produit ou d’un quotient, mais ne sont
d’aucune utilité lorsque on cherche le signe d’une somme ou d’une différence :

en effet, 24 (—1) = 1 > 0 mais 1+ (—2) = —1 < 0 donc on ne peut rien dire sur le signe d’une somme dont les termes
ne sont pas de méme signe!

(a) ici on a un quotient : faire un tableau de signe avec 3 lignes : une ligne pour 1 — 2z, une ligne pour x et une
ligne pour 1 — z.

(b) la forme d’une somme n’est pas appropriée (cf remarque ci-dessus), on cherche a factoriser : z(2? — z +2) : il
reste & faire un tableau de signe avec deux lignes : une ligne pour x, et une ligne pour le trinome 2% —z +2 (commencer
par chercher A =9...1)

(c) ici on a une somme donc probléme : factorisation pas évidente, donc on décortique : x> + 2 + 1 : A < 0 donc
pour tout x € R, 22+ x4+ 1 > 0, et comme pour tout z € R*, I% > 0 on peut conclure que pour tout x € R*,
2+z+1+ ;12 > 0.

(d) Méme probleme de somme qu’au (c¢), mais en plus, le signe de chaque terme peut changer : on commence par
mettre au méme dénominateur (méme idée que la factorisation du (b)!) % Il reste a faire un tableau de signe
avec une ligne pour le trindme x2 — 3z + 2 (A = 1...), et une ligne pour z.

Exercice 25 :
(a) Par somme, a +b+c¢>3+4—-2=5

(b) Par produit avec —2 <0, a > 3 = —2a < 6.

(c) Onad< —1et —a<—3donc par somme, d —a < —1—3=—4.

(d) Comme a > 3 > 0, par croissance de la fonction carrée sur Rt a?>32=09.

(e) On ne peut rien dire, car on ne connait pas le signe de ¢, et la fonction carrée n’est pas monotone sur R. (Par
exemple, si on avait —2 < ¢ < 0, on aurait ¢? < 4, mais on pourrait trés bien avoir ¢ = 10 et alors ¢ = 100!)
Par contre, on a toujour ¢ >0 ....

(f) Par croissance de la fonction exp sur R, on obtient e? < e?

(g) Par produit d’inégalités positives, on obtient ab > 3 x 4 = 12.

(h) Le produit ne "marche” plus puisque ¢ peut étre négatif : ici, ac n’est ni majorée ni minorée. (par exemple avec
c =1, ac = a peut étre aussi grand que 'on veut puisque a est quelconque a > 3, et avec ¢ = —1, ac = —a peut étre
aussi petit que 'on veut)

(i) Il n’y a plus de résultat de cours. A la main —d > 1 donc par produit d’inégalités positives a x (—=d) >3x1 =3
cad —ad > 3. D’ou ad < —3.

Exercice 26 :
1. Faire une étude de fonction : on pose f(z) =€* — 1 — x pour x € R. Alors f est dérivable sur R et f/(z) = e* — 1.
Ore*—1>0s¢e">1% x>In(l) =0 par croissance de la fonction In sur RY.
D’ou (faire le TV), f admet un minimum en 0 de valeur f(0) = 0. Donc f est positive sur R.

2. Par récurrence, puisque la propriété dépend de ’entier n (et non d’un réel x comme ci-dessus).
n=1:21=2>1.
Supposons que pour un certain entier n € N*, on a 2” > n, et montrons que pour ce n, 2"t > n+1. Or 2"+ =2 x 27,
donc comme 2" > n par H.R., on en déduit 27! > 2n. Il reste & montrer que 2n > n+1 : or 2n — (n+1)=n—-12>0
puisque n € N*.
Conclusion : pour tout n € N*, 2 > n.
(On peut réaliser que pour n = 0, le résultat reste vrai puisque 2° = 1 > 0, donc finalement, on peut affirmer que pour
tout n € N, 2" > n.)

REPRESENTATIONS GRAPHIQUES




Exercice 27 :
(a) comprendre que l'action du +1 consiste & ajouter 1 au niveau des ordonnées & la fonction exp, donc il suffit de
translater la courbe exp de 1 verticalement.

(b) In(1/z) = —In(z) donc c¢’est Popposé de la fonction In bien connue. Graphiquement, cela revient a faire une
symétrie par rapport a ’axe des abscisses (puisque il faut prendre pour chaque ordonnée I'opposé ...)

(c) ici, c’est peut-étre plus difficile & voir (donc ne pas hésiter a faire le TV, et/ou & prendre quelques images
particulieres pour bien comprendre la translation) : on va se ramener a Pallure de la courbe z +— 3, mais on ajoute 1
a x : donc c’est en x = —1 que 'ordonnée est nulle etc. Il suffit donc de translater la courbe du cube horizontalement
d’une unité ver la gauche.

(d) pour représenter x — e~ (la encore, peut-étre le TV vous simplifiera la tache), il faut réaliser qu’on applique
la symétrie par rapport a l’axe des ordonnées a la courbe exp : en effet, en x = —1 on cherche I'image par exp de
x=1,en z = —2, on prend I'image de 'exp en = = 2 etc.

(e) la encore la courbe va ressembler & celle du sinus, mais il y a une ”dilatation/contraction” (ici contraction) du
fait du facteur multiplicatif 2 devant le = : donc par exemple, c’est en x = § que sin(2z) = 1, c’est en z = § que
sin(2z) = 0 etc. Bref, la sinusoide sera plus resserrée.

DERIVATION

Exercice 28 :

Attention, pour (a) comme pour (b), (d) ete, il faut laisser la constante multiplicative devant !
(a) f(z) = :li z® don f'(z) = % ><3x =z

b) f(2) = Fin(e) 0o f/la) = 3 x L.

c) f'(x) = =22

d) f(z) = 55 donc f'(z) = %(—%2)

e) Astuce! f(z) = e ® d’ou (formule e*), f/'(z) = —e™*

f) Astuce! f(z) =272 don f'(z) = —227% = =2

g) /'(z) = —sin(z) — cos(x)

h) f'(z) = 496?; ;(( )+136 (—'Si(n()w()z) |

R __ cos(z z2 + 1) —sin(z)(2z

)f(d?)— ($2+1)2

j) Idem astuce (cf (f)) : f(z) =272 dou f'(z) = —3z7* = =3,

k) Idem! f(z) =2~'/2 d'ou f'(z) = —227%/? = %ﬁ
1) Idem! f(z) = 5(In(z)) " d'ou f'(z) =5 x (1)1 (In(z)2) = ﬁ
m) surtout ne pas voir un quotient mais mettre la constante devant f(z) = (e +e~?) d'ou f'(z) = 1 (e” —e™%).
n) f/(z) = 2e2* — 3(—4)e 1" = 22* 4 12¢712.
p) f'(z) = —e~ " cos(3x) + e~ *(—3sin(3x))
2e%* + 1) sin(z) — (e** + z) cos(z
D oy — 2% sinke) — (62 4 o) con()
(sin*(x))

Exercice 29 :

(a) f(z) =¢€® d’ou f'(x) = €®.
(b) f(z) =In(2) + In(z) d'ott f'(z) =0+ 2
(0) (z) = V2V/E don f/(2) = V2 x 7z

Exercice 30 :
(a) f'(z) = 5
b) f/(x) = (3 x 2z — 4)e3" —da+1
c) f'(z) = 4 x cos(z)(sinz)?
d) f’(x) — 49:3+2a;

2Vxd+zx2+1
, (—Zz et/ 42m) (2 +a+1)° — (' 4+27) (3(25+1) (2 +3+1)°)
e) f'(z) = @tz +1)0

Exercice 31 :
[ est dérivable sur R et Vo € RY, f'(x) = 21 —1— % =222 =l e _2””“‘1 = (xil) <0.

xr
Donc f est décroissante sur R* . Or f(1) =0 donc f est p051t1ve sur ]0, 1] pu1s négative sur [1, +o0[.

Limites intéressantes : en 0(= 0T ici)) FI entre le In et le 1/x. Or f(z) = % — %~ +00 puisque z In(z) — 0.
T T—

En +oo:F.Lentrelelnetlex. Or f(z) =z(222 —1)+1 — 4oocar 22 — 0.

r—~400 r——+00
Exercice 32 : ,
[ est dérivable sur RY et pour tout z > 0, f'(z) = =5 + % = *%b%.

Donc f'(z) > 0 < x2 > ab < x > Vab puisque z > 0.
Donc f admet un minimum (faire le TV!) en vab de valeur f(vab) = - + ‘/Eb = %% + \/6% = 2%.

Donc pour tout = > 0, f(x) > f(vab) = 2%.




