Quelques Corrigés d’Exercices de la feuille Compléments d’algebre linéaire

Corrigé de l’exercice 1 :
D’apres le tout début du cours, on sait que E + F = Vect((1,0,1),(—1,0,1), (1,0,0),(0,1,0))
= Vect((0,0,1),(0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)) = R3
(n’oubliez pas de marquer les opérations! ici, €1 < €1 — €3 et €3 + €3 + €3).

Mais la somme ne peut pas étre directe car ({(1,0,1),(—1,0,1)} est une famille libre donc dim(FE) = 2 et de méme
dim(F) = 2 donc dim(E) + dim(F) = 4 # dim(R3).
Ou, réaliser que (2,0,0) € EN F puisque (2,0,0) = (1,0,1) — (—=1,0,1) € E, donc EN F # {0}.
Ou réaliser que la famille obtenue par concaténation {(1,0,1),(—1,0,1),(1,0,0),(0,1,0)} ne peut pas étre une base
de R? puisqu’elle n’est pas de cardinal 3.

Corrigé de 1’exercice 2 :
Rigoureusement identique & l’exercice 1 ... mais dans les polynomes!
On peut commencer par réécrire E pour simplifier la suite : E = Vect(xz — 1,3) = Vect(x, 1).
Dot E + F = Vect(1,z,x,2%) = Vect(1,z,2%) = Ra[x].
Puis la somme n’est pas directe car dim(E) = 2 = dim(F) (justifier familles libres etc.)
d’ott dim(E) + dim(F) = 4 # 3 = dim(Ra|x]).
Ou, remarquer que x € ENF donc ENF # {0}...

Corrigé de ’exercice 3 :
Cet exercice est une application directe du cours.
Commencer par montrer que (i, 7, w) est une famille libre : soit a,b,c € R tels que a@ + b + et = 0. On résout le

a + c =
Systéme bb_:_cc z 8 == {a =b=c=0
c =0
On en déduit que (@, ¥, @) est une base de E (puisque par définition de E, c’en est une famille génératrice) : d’ou
dim(E) = 3.
Pour des raisons analogues, on trouve dim(F) = 2.
Puis F + G = Vect(.....,....) = Vect((1,0,1,0),(0,1,—1,0), (0,1,0,1), (0,0, 1,0), (0,1, —1, —1)) (ai utilisé le premier

vecteur comme pivot, pour mettre un 0 dans chaque premiere coordonnée, puis je vais utiliser le 2e vecteur pour mettre
un 0 en 2e coordonnée etc.)=Vect((1,0,1,0),(0,1,-1,0),(0,0,1,1),(0,0,1,0),(0,0,0,1))

= Vect((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)) = R* d’ont dim(F + G) = dim(R*) = 4.

Enfin, d’apres la formule du cours, dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) d’ou dim(F N G) = 1.

Corrigé de ’exercice 4 :
En fait cette question est a rapprocher de la question du chapitre précédent
7 compléter cette famille ... en une base de ... 7.
Si vous ne voyez pas le lien, peu importe : commencer par déterminer la taille d’'un supplémentaire de F' dans F.

Rappel : d’apres le cours, on sait que F' admet des supplémentaires (E est de dimension finie), donc on ne s’occupe
pas du probleme d’existence.

La famille {(1,0,0),(1,2,3)}, est une base de F' (je vous laisse le soin de vérifier le caractere libre) donc dim(F') = 2.
Comme E est de dimension 3, on sait que tout supplémentaire de F' sera de dimension 1 donc sera une droite vecto-
rielle.

L’idée est donc de chercher G sous la forme G = Vect(€). Mais comment choisir €7

Si on utilise la phrase 6., G sera un supplémentaire de F' dans F, ssi la famille obtenue par concaténation {(1,0,0), (1,2, 3), €}

est une base de E = R3. Donc on cherche bien un vecteur € qui va compléter la famille {(1,0,0), (1,2,3)} en une base
de R3. D’ot1 le rapprochement avec la question correspondante dans le chapitre précédent !!

Mais est-ce-que vous vous rappelez la méthode ?

Piochez dans la base canonique, et si vous en choisissez un qui ne ressemble pas trop aux autres cela devrait marcher :
par exemple, ici, posons € = (0,0,1), cad G = Vect((0,0,1)).

La famille {(1,0,0),(1,2,3),(0,0,1)} est de bon cardinal, donc comme elle est libre (& vérifier bien str, avant de
laffirmer ! laissé en exercice), elle est une base de R3.

Donc d’apres la phrase 6, F @ G = R3.

Remarque : apres avoir posé un G, vous auriez bien siir pu choisir une autre phrase pour justifier que F & G = R3
(phrase 4 par exemple) : j’ai gardé la phrase 6 car elle est rapide, et en plus, c’est cette phrase qui nous a permis de
deviner comment choisir G ....



Corrigé de ’exercice 5 :

On peut commencer par réecrire E sous forme d’un vect (pour utiliser la faire phrase 4 ou 6).
Or{z—-3y+4z=0&{z=3y—4z dot F = {8y — 42,9, 2),y, 2 € R} = Vect((3,1,0),(—4,0,1)).

Ensuite est-il préférable de choisir la phrase 4 ou la phrase 6?7

Lorsque vous voyez dans la question ”"donner une base adaptée a la somme directe”, je vous conseille de passer
directement par la phrase 6, comme ¢a vous aurez toute la réponse d’un coup !

Regardons la famille obtenue par concaténation {(3,1,0),(—4,0,1),(1,0,0)} : il faut montrer que c’est une base
de R? (et ce sera alors une base dite adaptée a la somme directe d’apres le théoréme). Or elle compte 3 vecteurs et
dim(R?) = 3, donc elle est de bon cardinal, et il suffit de montrer (par exemple) qu’elle est libre.

Soit a, b, c € R tels que a(3,1,0) + b(—4,0,1) + ¢(1,0,0) = (0,0,0).
3a—4b+c =0
On en déduit le systeme ¢ a =0 ©{a=b=c=0.
b =0
Donc la famille {(3,0,1), (-4,0,1), (1,0,0)} est bien une base de R?, donc E & F = R3 et cette base est adaptée i la
somme directe par construction : {(3,0,1),(—4,0,1),(1,0,0)}
——

(S} er

’ — que signifie "base adaptée a la somme directe E® F 7 ? ‘

Une base est dite adaptée a la somme directe E @ F, si chaque vecteur de la base appartient & E ou a F.
Par exemple dans 'exercice 5, la base canonique de R> n’est pas adaptée & la somme directe E @ F = R3, car certes
(1,0,0) € F mais (0,1,0) ¢ F et (0,1,0) ¢ E (vérifier 'équation : 0 —3 %1+ 4% 0= —3 # 0). De méme (0,0,1) ¢ E.

En revanche, quand vous utilisez la phrase 6, vous partez de la famille obtenue par concaténation des familles
génératrices de E et de F, donc forcément vos vecteurs seront soit dans F soit dans F. Donc, vous obtiendrez
systématiquement (comme le dit le théoréme) une base adaptée & la somme directe.

Corrigé de I’exercice 6 :.
Alors trois points ou vect ?

Si vous regardez la fin de ’énoncé ... il faut une base ... donc inutile de faire les trois points.
Etape 1 : on réécrit F' sous forme de Vect.

Soit P € R, [z] : P s’écrit P o+ a,a™ + an_12" 1+ ... + a1z + ap et
Pz naz™ t+ (n—Dap_12" 1 + ... + 2a27 + a;.
Alors P € F<:>{ P(0) =0 & { a0 =0 & P géerit P = apz™ + an 12”1 + ... + agz?

P'(0)=0 a; =0 " "

d’'ott F = Vect(z™, 2" 1, ..., 2?).
Donc F' est un sous-espace vectoriel de R, [z],
et on devine que G = Vect(1, z) sera un supplémentaire de F' dans R, [z].
Attention, de bien mettre le Vect() dans G : il ne faut pas confondre les représentants du supplémentaire (les
représentants du supplémentaire sont ”ceux qui manquent”), et tout le sous-espace vectoriel engendré (c’est lui qui
est appelé le supplémentaire).

Bref,montrons que F & G = R, [z] avec G = Vect(l,z) : or la famille obtenue par concaténation des deux fa-
milles génératrices est la base canonique de R, [z] donc il n’y a rien a faire! Conclusion : G ainsi défini est bien un
supplémentaire de F' dans R, [z], et la base canonique de R, [z] est adaptée & cette somme directe.

Corrigé de I’exercice 7 :

1. Par les trois points : par définition, S,,(R) = {M € M, (R) /M = M} C M,(R).
De plus, 0,, = 0,, donc 0,, € S,,(R) et S,(R) # 2.
Enfin, soit M, N € S,(R) et A € R. Alors (cf propriétés de la transosée, chapitre matrices) *(AM + N) =
MM+N =AM + N par hypothese (M, N € S,,(R)).
Donc S, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R).

2. Si vous regardez le théoréeme principal, le raisonnement par analyse et synthése revient a la phrase deux. Com-
mengons & la mettre en place, avant de rappeler ce raisonnement. Il faut montrer que pour tout M € M, (R),
il existe une unique décomposition de M de la forme M = S + A .
~— ~—
€S, (R) €A, (R)
Commencons par fixer M € M, (R) : il faut montrer qu’il existe un unique couple solution (S, A) & notre
équation avec A € A, et S € S,,.



C’est la qu’intervient le raisonnement par analyse et syntheése : rappelez-vous c’est un raisonnement ”type
brouillon”. On commence par supposer l'existence de la solution, pour essayer de deviner qui elle peut étre
(c’est lanalyse), puis (synthese) on vérifie qu’elle convient.

Analyse : supposons qu’'une telle décomposition existe (rappel M est fixé). Donc on a une premiere équation

entre nos inconnues (A et S) : | A+S=M|.

Comme on a deux inconnues, il nous faut trouver une ”bonne” deuxiéme équation. Comment faire ?

I1 faut bien sir arriver & utiliser nos hypotheses, a savoir que A € A, (R) et que S € S, (R).

L’idée est donc de regarder la transposée de notre premiére équation : on trouve *M =% A4+tS d’on ‘M = —A+S
par hypothese.

Ca y est! on a une deuxiéme équation!

A+S =M S=3(M~+'M)
—A+S =M < { A=1or -t
candidat (attention, on ne peut pas encore affirmer que ce soit un couple solution).
Donc si une solution existe, elle est unique.

Il nous reste a résoudre le systeme { . On obtient un unique couple

Synthése : vérifions que l'unique candidat trouvé (& savoir S = $(M +' M) et A = Z(M —' M)) est bien
solution. Combien de propriétés doit-on vérifier ? propriétés ont été posées au départ.
o Vérifier que A+ S=M:or A+S=3(M—-"M)+3(M+'M)=12M+0)=M
e Vérifier que S € S, (R) : or d’apres les propriétés sur la transposée, 'S = 2(*M +! (*M)) = 3(*M + M) = S.
e Vérifier que A € A,(R) :or fA= ("M ' (*M)) = 1 (‘"M — M) = —3(-'M + M) = —A.
Conclusion : on a bien trouvé I'existence et I'unicité d’un couple (A, S) tel que A € A,(R) et S € S,(R), et ce

pour tout M € M, (R).
D’ou (c’est la définition de la supplémentarité = phrase 2)) : M, (R) = S,(R) ® A, (R).

3. Lors du raisonnement fait dans ’analyse, on a vu que M = S+ A

1 0 3 1 -1 0 2 -1 3

avec S=Z(M+'M)=1(l-1 2 4]+(0 2 0])=3|-1 4 4

0 01 3.4 1 34 2
1 0 3 1 -1 0 0o 1 3
etA=4({-1 2 4|-0 2 o])=%i|-1 0 2
0 0 1 3.4 1 -3 -4 0

Corrigé de I’exercice 8 :
F=Vect((1,1,.,1),et z1+ ... + 2, =0 21 = —T3 — 23 — ... — Ty,
donc E = {(—x2 —.. — &y, T2, T3, ...T, ), aVEC Ta, ...T, € R}) = Vect((-1,1,0,...,0),(-1,0,1,0,...,0),...,(—1,...0,0,1)).
Piste numéro 1 :
En particulier dim(F) = 1 et dim(F) = n—1 (attention, famille libre & justifier pour caser le mot base avant de parler
de dimension!) d’ot dim(F) + dim(F) = n = dim(R"™).
Puis F+ F = Vect(...) : piste pas évidente en dimension n.
Deuxiéme tentative : montrer que E N F = {0} par double inclusion.
0 € EN F donc il suffit de montrer que EN F C {0}.
Soit x € ENF, alors comme x € F| x s’écrit x = (\, A,...\), et comme x € E, on obtient : A+ A+ ... + A =0 d’ou
nA =0 d’ou A = 0 et finalement, x = 0. Conclure.

’ Variante (plus rapide!) via la phrase 6. ‘ : montrer que la famille obtenue par concaténation & savoir la famille
{(1,1,..,1),(-1,1,0,...,0),(-1,0,1,0,...,0),...,(—1,0,...,0,1)) } est une base de R™. En effet, comme elle est de bon
cardinal puisque dim(R"™) = n, il suffit de montrer qu’elle est libre. (Certes le systéme est de taille n, mais il se résout
immédiatement car deés la deuxieme ligne, une seule inconnue par équation!)

Soit aq, ... ,a, des réels tels que a;(1,...,1) + a2(—1,1,0,...,0) + ... + a,(—1,0,...,0,1) = (0, ..., 0).

a1 —ay—...—a, =0
a2=0

Alors a3 =0 douta; =as=...=a, =0.
a, =0

Variante bis : passer par analyse et synthese.

Soit = (x1,...,x,) € R™. Le but est de montrer qu’il existe un unique couple (y,z) € E X F tel que z =y + z.
Analyse : supposons qu’une telle écriture existe. Alors comme z € F, z s’écrit (A, ..., \), et comme y = (y1,...,yn) € E,
Y1+ .-+yp=0.Doux1+..+z,=y1+...+yn+ A+ ..+ A=0+nA



En particulier, A = ($1 + ... + z,) (ne pas oublier qui est fixé ”connu”, qui est inconnu!). Il reste & poser
y=x—z=(x1,... - f(wl —|— A T, 1 e Ty T F e T).

On remarque qu’il y a au plus une solution.

Synthese : soit le candidat ci-dessus, et vérifions qu’il est bien solution. On a bien z € F, et de maniere évidente,
x =y + z (vu la construction).

)

Il reste donc éjustiﬁer quey € E:oryi+...+y, = ‘T1+...+Zn7%(331+...+l’n)7%(I’l+...+xn)*...*%(1’14’...4’1'”) =
1+ ...+ x, —n- (xl—f— 4 x,)=0
Conclure.

Corrigé de ’exercice 9
Rappel : RR est 'ensemble des fonctions définies de R dans R.

1. Ona I C R et si g est la fonction nulle définie sur R,Yz € R —z € R et g(—2) = 0= —0 = —g(z) donc g € I.
Soit maintenant, f,g € I et A € R: alorsVx € R, —z € R et
Af(=2) +g(=z) = A= f(2)) — g(x)) = =(Af(z) + g(x)), donc Af +g € I.
Conclure : I est bien un sev de R¥ et de méme pour P.

2. Soit f € R®. Montrons qu’il existe un unique couple de fonction (g,h) € I x P tel que f = g + h, par analyse
et synthese.
Analyse : supposons qu'un tel couple existe : donc f s’écrit f =g+ havecge [ et he P
Alors Vz € R, f(x) = g(z) + h(z).
A z fixé, nous avons donc une relation entre g(z), h(z) et f(z); comme nous avons deux inconnues g(z) et
h(x), on essaie de trouver une 2e relation. Au vu des propriétés de h et g, on devine qu’il faut regarder en —z.

Suite rédaction : vu les appartenances a I et P,
Ve e R, f(—z) = g(—z) + h(—z) = —g(x) + h(x).
On obtient donc le systéme suivant pour tout € R : (rappel, f est ”connue”, les inconnues sont g et h)
g(@)+h(z) =fl=) o { h(z) = 3(f(x) + f(~2))
d’ou apres résolution
{ —g(z) +h(z) = f(-2) P gl@) = 1(F(@) - F(-a))
On a donc au plus un couple solution, puisque on a exhibé un unique candidat.
Synthese : vérifions que le candidat ci-dessus est bien solution.
Vq f=g+h:VoeR, g(x)+h(z) = 3(f(z) + f(-2)) + 3(f(z) — f(-=)) = f(2).
Vagel:VzeR, —z € Ret g(—2x) = 5(f(—2) - f(—(-2))) =
VqheP:VzeR, —z€Ret h(—z) = 5(f(—z) + f(—(-x)))
Il ne reste plus qu’a conclure!
3. Posons f : x +— z+1. Alors pour tout z € R, g(z) = 3(f(z)— f(—2)) = 2 (z+1—(—z+1)) =z et h(z) = .. = 1.
Posons f : x — e*. Alors Vz € R, g(z) = 1(6 —e ) et h(z) = 3(e*+e ") dont f(z) = L(e"—e ")+ 1 (e"+e™?).

Corrigé de l’exercice 10 :

La rédaction est détaillée dans I'exercice 11. Ici, je ne marque que les résultats.

J’espére que vous avez procédé a la méthode du pivot pour la résolution du systéme (pour le noyau), et que vous avez
pensé a marquer les opérations.

Ker(f) ={(-z,2,2),z € R} = Vect((-1,1,1)),

et Im(f) =Vect((1,1,0),(2,0,1),(-1,1,-1)) = Vect((1,1,0),(0,—-2,1),(0,2,—-1)) = Vect((1,1,0), (0,2, —-1)).

Il reste & appliquer le th du rang pour obtenir dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R3?).

Par ailleurs, Ker(f) + Im(f) = Vect(...) = ... = Vect((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)) = R3.

D’ou Ker(f) @ Im(f) = R3, et Ker(f) et Im(f) sont bien supplémentaires dans R3.

Corrigé de l’exercice 11 :

1. Petite révision!

T =0
Soit (,y,2) € R3. Alors (z,y,2) € Ker(f) & f(z,y,2) =0 y+2z =0 (:){ zfo_ d’ott Ker(f) =
y+z =0 -
{(0,—2’,2),2 € R} = VeCt((Ov_Ll))' Puis pour tout (Iayaz) S Rga fO f((xayazv)) = f(f(z7y7z)) =
fley+tzy+z)=(2(y+2)+y+2),y+2)+Hy+2)=(22+2z2y + 22).

T =0
Dot (z,y,2) € Ker(f?) < { 2y+2z =0 ... on retombe bien sur le méme systéme donc
20422z =0

Ker(f?) = Vect(0,-1,1) = Ker(f).

De méme, Im(f) = Vect(f((1,0,0), £(0,1,0), £(0,0,1)) = Vect((1,0,0),(0,1,1),(0,1,1)) = Vect((1,0,0),(0,1,1))
ot Im(f2) = Vect(F2((1,0,0), £2(0,1,0), 2(0,0,1)) = Vect((1,0,0), (0,2, 2), (0,2,2)) = Veet((1,0,0), (0,1, 1))
Im(f) (en multipliant par 1/2 # 0 le deuxieéme vecteur).



2. Premier exemple avec une application linéaire : commencer par rappeler le théoréme du rang. De ce fait, quelle(s)
phrase(s) allez-vous choisir ?
Phrases 4 ou 5 : je vous conseille la phrase 4 dans les cas concrets (quand le vect marche bien pour montrer
une somme),et la phrase 5 dans les cas plus abstraits.

Rédaction : D’apres le théoreme du rang, appliqué a f € L(R?), dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R3).
Montrons Ker(f) + Im(f) = R3 : or d’apres (a), Ker(f) + Im(f) = Vect((0,-1,1),(1,0,0),(0,1,1)) =
Vect((0,0,1),(1,0,0),(0,1,1)) (e1 « e1 + e3)=Vect((0,0,1),(1,0,0),(0,1,0)) = R3 (e3 + e3 —e7). Ccl.

Corrigé de ’exercice 12

1. Dans le cas ou E est de dimension finie, le théoréme du rang donne ’égalité des dimensions :
dim(E) = dim(Kerf) + dim(Imf). Il reste donc & choisir entre les phrases 4 et 5. Dans ce type d’exercices
abstraits, je vous conseille de partir directement sur la phrase 5.
Donc il reste & montrer que Ker(f) N Im(f) = {0} : égalité entre deux ensembles ... par double inclusion !
Kerf et Imf sont des sevs, donc 0 € Kerf NImf, cad {0} C KerfNnImf .
Réciproquement : montrons que Kerf NImf C {0}.
Soit £ € KerfNImf (but: montrer que z = 0). Alors x € Ker(f) donc f(z) =0 et x € Im(f) donc il existe
a € E tel que z = f(a).
En combinant les deux, on en déduit : 0 = f(z) = f(f(a)) donc f(f(a)) =0. Or fo f = f dou f(a) = 0.
Finalement, = f(a) = 0 Conclure.

2. Montrons que F = Kerf @ Imf.

Soit « € E. Le but est de montrer qu’il existe une unique décomposition de & sous la forme ¥ = z] + 23 avec
21 € Kerf et 25 € Imf.
Analyse : Supposons qu’il existe bien une écriture de la forme avec 271 € Kerf et 25 € Imf.
Alors @5 € Imf = Ja € F tel que 25 = f(d)
On a déja une relation entre , 1, et 5 : comme on a deux inconnues, il faut en trouver une de plus. Ici, pour
utiliser 'hypothese 27 € Ker(f) et faire apparaitre f<rcf (pour pouvoir utiliser 'hypothese de 'exercice), on
devine que l'on va regarder f(Z).
Suite rédaction : au vu des notations adoptées ci-dessus, f(Z) = 0 + f o f(@) = f(@) = 2.
Donc 75 = f(Z) et par suite 1 = & — f(Z).
Donc si une telle décomposition existe, elle est unique!
Synthése : on vérifie que le couple candidat trouvé précédemment (¥; = & — f(Z), 22 = f(Z)) convient bien.
Il y a donc choses a vérifier : en effet, trois hypotheses apparaissent dans la décomposition, a savoir
1+ 23 =&, 21 € Ker(f) et 25 € Im(f). Ce qui donne ici :

e on a bien (Z — f(&)) + f(¥) =2

e de plus, par définitino de im(f), f(Z) € Imf

e et (¥ — f(&)) € Kerf car par linéarité, f()@ — f(Z)) = f(x) — f(f(z)) = 0 puisque f = fo f.
Donc cette décomposition convient bien.
Vrai pour tout =z € E.
Conclusion : E = Kerf @& Imf.

Corrigé de I’exercice 13 :
< : Supposons Kerf? = Kerf et Imf? = Imf. Montrons que E = Kerf @ Imf, a I'aide de 1’énoncé 5.

Etape 1 : d’apres le théoreme du rang appliqué a f € L(E), dim(Kerf) + dim(Imf) = dim(E).

Etape 2 : Montrons que Kerf NImf = {6}
Par double inclusion : On sait déja que 0 € Kerf nImf (Ker(f) et Im(f) sont des sevs!)
Montrons que Kerf N Imf c {0}. Soit # € Kerf N Imf. (but : mq que & = 0).
OrZe Kerf= f(&)=0etZ € Imf = 3d € F tel que & = f(a).
De ces deux hypotheses, on obtient que f(f(@)) = f(Z) = 0.
D’olt @ € Kerf2, ce qui implique @ € Kerf, puisque par hypothese, Ker(f?) = Ker(f).
cad, f(@) = 0. On conclut en remarquant que = f(&@) = 0.

= : Supposons que E = Kerf @ Imf et montrons que Kerf? = Kerf et Imf? = Imf.
Etape 1 : Montrons Kerf2 = Kerf.

a) montrons Kerf C Kerf? (inclusion vraie pour tout f € L(E)) :
soit ¥ € Kerf. Alors f(Z) =0 d’ou f(f(Z)) = f(0) =0 car f linéaire.



On en déduit Z € Kerf2.

b) montrons Kerf? C Kerf.
Soit ¥ € Kerf2. Alors f(f(¥)) =0
On en déduit que f(Z) € Kerf. Par ailleurs, on sait que f(Z) € Imf. Dot f(&) € Kerf N Imf = {0}, puisque la
somme est directe. On obtient f(#) =0 cad ¥ € Kerf.

Etape 2 : Montrons que Imf? = Imf
a) montrons que I'mf? C Imf (inclusion vraie pour tout f € L(E)) :
Soit # € Imf2. Alors il existe @ € E tel que ¥ = f(f(@)). D’ot1 en posant b = f(&@) on obtient que & = f(b) € Imf.

b) Variante 1 : montrons que dim(Imf) = dim(Imf?).
Or d’apres le théoreme du rang appliqué a f, dim(Imf) = dim(E) — dim(Kerf)
et d’apres le théoréme du rang appliqué & f2, dim(Imf?) = dim(E) — dim(Ker f?)
On conclut en remarquant que Kerf = Kerf? = dim(Kerf) = dim(Ker f?).

Variante 2 : montrons que Imf C Imf?
Soit & € Imf. Alors il existe @ € E tel que & = f(d).
Mais @ € E = Kerf @ Imf implique qu’il existe d; € Kerf et da € Imf tel que @ = dy + ds.
Si on traduit les hypotheses, on a que f(d;) = 0 et qu’il existe b€ E tel que dp = f(l?)
Finalement, on obtient que @ = @, + f(b) d’on & = f(@) = 0+ f(f(b)) (par linéarité).
Dot & € Imf?.

Corrigé de ’exercice 14

1. Via la phrase 5.
Etape 1 : Montrons que Ker(y) N Im(p?) = {0}.
On sait déja 0 € Ker(p) N Im(p?) donc il suffit de montrer que Ker(e) N Im(p?) C {0}.
Soit & € Ker(p) NIm(p?) : alors p(x) = 0 et il existe a € E tel que z = ¢?(a).
en combinant les deux, on trouve : 0 = p(z) = ¢3(a) = p(a) puisque ¢* = ¢ par hypohese. Mais si ¢(a) = 0
alors z = p?(a) = ¢(0) = 0 puisque ¢ est linéaire.
D’ou z = 0. Conclure.

Etape 2 : montrer que dim(Ker(p)) + dim(Im(¢?)) = dim(E).

D’apres le théoreme du rang, comme E de dimension finie, dim(Ker(p)) + dim(Im(p))) = dim(FE).

Il reste & montrer que dim(Im(¢?)) = dim(Im(p).

Or (cf exercice de la feuille précédente), il est assez facile de montrer que Im(p3) C Im(¢?) C Im(p) mais
comme @3 = ¢, on a Im(p?) = Im(p) d’ott Im(p?) = Im(¢?) = Im(p), et dim(Im(p?)) = dim(Im(p)).

2. Sans supposer E de dimension finie, il ne nous reste plus beaucoup de méthodes possibles. Ici, le raisonnement
par analyse et synthése ne marche pas bien car en posant x = 1 + 23 (...) et en regardant (z), cela ne nous
permet pas (contrairement aux autres exos du méme type) de trouver x; et xs.)

On va donc utiliser la phrase 3 en essayant de deviner une décomposition.

Rédaction : motrons que E = Ker(p) + Im(¢?).

Soit « € E : le but est d’écrire x = ... 4+ ... avec deux vecteurs dans les bons ensembles.

On remarque (oui c’est un peu astucieux ...) z = (x — ¢?(z)) + p?().

On vérifie facilement que (z — ¢?(z)) € Ker(yp) : par linéarité p(z — ¢?(x)) = p(x) — ¢3(z) = 0 par hypothese.
Et par définition, ¢?(z) € Im(p?).

Cest gagné! Donc E = Ker(p) + Im(¢?), et d’apres le 1. on a aussi Ker(¢) N Im(p?) = {0} (on n’avait pas
utilisé la dimension finie de E dans cette étape).

Conclure.

Corrigé de ’exercice 15

1.(a) J? =1 donc J x J = I donc J est inversible d’inverse J ! = J.

(b) Linéarité : pour tout M et N € My (R) et « réel,
S(aM+N)=J(aM+N)J=aJMJ+JNJ =aS(M)+S(N).
Donc S est un endomorphisme de M3 (R).
Noyau de S : Soit M € KerS. Alors JMJ = 0 = (mult. & droite par J~!) JM =0= M = 0.
Donc KerS = {0} et S est injective. Comme on est en dimension finie, S est bijective.
Donc S est un isomorphisme de Mz (R).
Isomorphisme réciproque : Soit A € M2(R). On résout S(M) = A.



Or JMJ =A< M=J1AJ"' =JAJ = S(A). D'ou S~! = S.
Raccourci : une fois la linéarité montrée, remarquer que comme J? = I, alors SoS = id d’ot1 S est bijective
de réciproque S~1 = S (cf théoréme chapitre ensemble et application)

(c) pour M, N € My(R), S(M)S(N)=JMJJIJNJ = JMINJ =JMNJ = S(MN) car J?> =1I.

2. (a) F C M2(R), et comme S(0) = 0 car S est linéaire, on trouve 0 € F donc F # .

Soit M, N € F et A € R : comme S est linéaire, S(AM + N) = AS(M)+ S(N) =AM + N (car M, N € F).
Dot AM + N € F.
Meéme raisonnement pour G.

(b) Soit M € M5 (R) : on raisonne par analyse et synthese.
Supposons qu’une telle décomposition existe alors M = M, + M_ avec My € F et M_ € G.
On en déduit (par linéarité) que S (M) = S(My) + S (M-) = My — M_ d’ou (systéme & 2 équations 2
inconnules) My = 1 (M + S (M)) et M_ =1 (M —5(M).)
Si une telle décomposition eixste, alors elle est unique.
Synthese : soit & présent My = 1 (M + 5 (M)) et M_ =1 (M — S (M)). Ces valeurs conviennent-elle ?
S(My) = 3[S(M)+5(S(M))] et comme SoS =id, on obtient S (M) = % (5 (M)+ M) = M, donc
M, e F.
De méme S (M_)=—-M_et M_ € G.; et on a bien My +M_ =M.
Conclusion : My et M_ existent et sont uniques. On en déduit que F @ G = Mo (R).

N (-2 1 1 3 -1 -2 1 1/ 1 0
(c) Aprescalculs,ontrouveS(A)<_1 3>DoncA+{<1 _2>+<_1 3)]2(0 1>et

2

A L3 vy (-2 1] _1(5 -2

T2\ -2 -1.3 )] 2\2 -5

3.(a) Si M,N € F alors par 1.c), S(MN) = S(M)S(N) = MN donc MN € F.
Si M et N appartiennent a G alors S (MN) = S(M)S(N)=—-M (-N) = MN donc MN € F.
et si I'un est dans F et l'autre dans G, le produit est dans G.
(b) Soient M, N € M3 (R), alors MN = (M +M_)(Ny + N_) =M Ny + M\N_+M_N, +M_N_

=M Ny +M_N_)+ (M N_+M_N.).Orpar3a) (MiN;y+M_N_)€e Fet
(MiN_+ M_N,) € G donc par unicité d’une telle décomposition (2. b), on obtient
(MN)+ = M+N+ —+ M_N_ et (MN)_ = M+N_ + M_N+

[N]

Corrigé de I’exercice 16

1. v —w = id. Autrement dit, pour tout = € E, v(z) —w(z) = x. Soit encore x = v(z) + w(—z) € Im(v) + Im(w).
On en déduit £ C Im(v) + Im(w). Comme par définition de la somme de sevs on a Im(v) + Im(w) C E, on
obtient E = Im(v) + Im(w).

2. vow = (u—id)o (u—2id) = uowu+uo (—=2id) —idowu —ido (-2id) = u?> — 3u + 2id = 0. Montrons que
Im(w) C Ker(v) : soit € Im(w). Alors il existe a € E tel que x = w(a). D’ou v(z) = v(w(a)) = vow(a) = 0.
On obtient bien z € Ker(v).

Le reste de la question se fait de la méme maniere.

3. D’apres 1. et 2., on obtient E = Im(v) + Im(w) C Ker(w) + Ker(v) C E (la derniére inclusion provient de
Ker(v) et Ker(w) sevs de E). D’ou E = Ker(v) + Ker(w).
Il reste & montrer que Ker(v) N Ker(w) = {0} : on sait que 0 € Ker(v) N Ker(w) donc il suffit de montrer qu’il
n’y en a pas d’autres.
Soit « € Ker(v) N Ker(w) : alors v(x) = 0 et w(z) = 0. D’ott u(x) = = et u(x) = 2z par définition de v et w.
On en déduit que x = 2z soit encore x = 0.
Ou (plus court) utiliser la 1. z = v(z) —w(z) =0—-0=0.
Finalement, on a bien F = Ker(v) @ Ker(w).

Corrigé de ’exercice 17 :
1. (a) D’apres la définition, tr(I,) =141+ ..+ 1=n.
(b) Soit z € R fixé. Infinité de solutions! Par exemple, il suffit de poser A la matrice qui ne contient que des 0
sauf le premier coefficient diagonal (ligne 1 colonne 1) égal & x. Alors tr(A4) = «.
2. (a) Rappel : une forme linéaire est une application linéaire dont I’ensemble d’arrivée est K (ici R).
Linéarité : soit A (aij), B = (b i) deux matrlces de M, (R) et A € R. Alors A + B = (Aa;; + b;;) donc

tr(AM+ B) = Z (Mg +bi;) = )\Za“ + Zb“ (par linéarité de la somme) = Atr(A) + tr(B). Donc la trace
i=1 =1 i=1
est linéaire, et comme tr : M, (R) — R, tr est bien une forme linéaire.



(b) On sait déja I'm(tr) C R.
méthode 1 : d’apres 1.(b), on obtient I’autre inclusion (ce qui se traduit aussi par ¢r est surjective) puisque
tout x € R peut s’écrire & = trr(A) € Im(tr). Donc Im(tr) = R.
Ou méthode 2 : comme Im(tr) C R, on a dim(Im(tr)) < 1. Comme par ailleurs, ¢r est non-nulle,
dim(Im(tr)) > 1, ot dim(Im(tr)) = 1 = dim(R), d’ou avec la premiere inclusion, I'm(tr) = R.
Méthode 3 (n’utilise pas l'inclusion de départ) : passer par Im(tr) = Vect(tr(E11),tr(Ei2), ..., tr(En,) =
Vect(1) = R) car pour tout ¢, tr(E;;) = 1 et pour tout ¢ # j, tr(E;;) = 0.
Puis théoreme du rang, dim(Ker(tr)) = dim(M,,(R)) — rg(tr) = n? — 1.

(c) Par double inclusion :
On sait 0, € Ker(tr) N Vect(I,) (sevs). Réciproquement, montrons que Ker(tr) N Vect(I,) C {0,}.
Soit A € Ker(tr)NVect(l,) : A € Vect(I,) = 3\ € R tel que A = AI,,. Puis A € Ker(tr) = tr(A) =0. Or
comme A = A, tr(A) = Atr(I,) = nA. Dot tr(A) =0 < nA =0 < A = 0 puisque n # 0.
D’ou A =01, = 0,.

(d) De (a), on obtient dim(Ker(tr)) + dim(Vect(I,)) =n? — 1 + 1 = n? = dim(M,(R)).
Donc avec (b), on obtient : M, (R) = Ker(tr) @ Vect(l,)

3. (a) VM € M,(R), f(M) € M,(R), et pour « € R, A, B € M,(R), f(aA+ B) = (a¢A+ B) +tr(aA+ B)I,

=aA+ B+ (atr(A) + tr(B))I, (par linéarité de tr), = af(A) + f(B).

(b) 0 est solution. Réciproquement, soit M une solution. Alors M + tr(M)I, = 0 (*). En appliquant la trace
(linéaire) a cette équation : tr(M) + tr(M)tr(I,) = 0. D’ou (n + 1)tr(M) =0 et tr(M) = 0.
En revenant a (*) : M +0 =0, donc M = 0.

(c) D’apres (b), f est injective; comme la dimension de M,,(R) est finie, on obtient que f est bijective (dernier
théoréme du chapitre ”ev de dimension finie”).

Corrigé de ’exercice 18 :

1.

Rappels : Un sev de E est un hyperplan de E si il est de dimension n — 1 ot n = dim(E).

Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans R.

» non-nulle signifie qu’il existe ¥ € E tel que ¢(v) # 0.

Supposons qu’il existe une forme linéaire non nulle f telle que H = Kerf.

Alors rg(f) = 1 : en effet, comme f est une forme linéaire, Imf C K d’ot rg(f) < 1. Puis f étant non nulle,
dim(Imf) > 1 (car dim(Imf) =0« Imf ={0} & f=0).

Dot rg(f) = 1.

D’apres le théoréme du rang, on en déduit que dim(Kerf) =mn — 1 : le noyau est un hyperplan de E.

(a) Comme H est un hyperplan : dim(H) =n — 1.

De plus, on sait que H admet des supplémentaires : soit G 'un d’entre eux. On a alors £ = H & G et
dim(G) =n— (n—1) =1 donc G est une droite vectorielle : il existe € # 0 tel que G = Vect(€).

(b) ¢ est bien définie, car par définition de la somme directe, tout vecteur & € E, s’écrit de maniére unique
T = + A, avec oy € H, d’ou par linéarité, o(Z) = p(zg) + Ap(€) =0+ A = A

(c) De plus, avec les notations du (a) p(Z) =0 A=0< F =2 € H. D'ou H = Ker(yp).



