Quelques Corrigés d’Exercices de la feuille ” Compléments d’analyse”

Corrigé de ’exercice 1 : Soit n € N, fixé quelconque.
Etude de f; : x — xe™".
Posons g : x +— z et h: z — e ®. g et h sont des fonctions usuelles de classe C™ (ou méme C*°) sur R, donc par
produit, f; est de classe C™ (ou C*°) sur R. La formule de Leibniz permet alors d’écrire :

vz e R, £ (x) = kio(z)g“wx)hw-@(x).

x

Or pour tout x € R, ¢’(z) =1 et donc pour k > 2, g(k)( ) =
et B (z) = —e~*, ' (x) = e~*, etc. : pour tout k € [0,n], h¥ (x ) (—1)ke 2.

Finalement, en revenant a la somme, a l’aide d’une relation de Chasles, pour x € R,
(@) = ()@ (@)h™ () + (1) gD (@)h =V (z) + 229('“) (€)h ") (x)
=z(-1)"e*+nx1x(=1)" e *+0=(-1)""te *(—x +n).

Etude de f5 : z > 22e”.
Est vraiment dans le méme esprit puisque fo est un produit de 2 fonctions usuelles, dont 'une aura des dérivées
successives rapidement nulles ...

Posons g : © +— x2 et h : x +— €. g et h sont des fonctions usuelles de classe C™ (ou méme C*) sur R, donc par
produit, fo est de classe C™ (ou C*°) sur R. La formule de Leibniz permet alors d’écrire :
n
Vo e R, £ (@) = 3 (1)g® (@) P (a).

Or pour tout z € R, ¢'(x) = 2z, ¢"(x) = 2 et donc pour k > 3, g*)(2) = 0.
et pour tout k € [0,n], h¥) (z) = e®.

Finalement, en revenant a la somme, a ’aide d’une relation de Chasles, pour z € R,
37 (@) = ()9O @h @) + (1) (@)h™ D (@) + (5)9? )k () +0
= 22e® +n x 2ze” + M x 2e* = e®(z% + 2nz + n(n — 1)).

Etude de f3 :  + (ax + b)F onl k est un entier naturel fixé.
f3 est une fonction polynémiale donc est de classe C™ sur R. De plus, si a # 0, elle est de degré k (et sinon, de degré
0), donc pour tout n > k + 1, et pour tout = € R, fén)(x) =0.
Si maintenant n < k, pour tout x € R :
fi(x) = kaaz + b)*!
§(z) = k(k — 1)a’(az +b)* 2

3En)(x) =k(k—1)---(k—n+ 1)a"(ax + b)*~" par itération.

Etude de f; : # — 12 sur R\{1}. Attention, pas de formule pour un quotient (ou une composée).

Méthode : on devine la forme sur les premieres dérivées, puis on le montre par récurrence.

Au préalable, on n’oublie pas de faire une belle phrase pour justifier la classe C™.

x +— 1 —x est de classe C™ (ou C*) sur R\{1} et ne s’y annule pas, donc par quotient, f4 est de classe C™ (ou C*)
sur R\{1}.

Brouillon : Pour z € R\{1}, fi(z) = (1 —2)7! donc fi(z) = —(—(1 —2)72) = (1 — )72, f/(z) = 2(1 —2)73,
FP(2) =3x2(1 —a2)™, fO(2) =4x (3x2(1—2)7°).
n! "
ot
Cas n =0 : soit € R\{1}. Alors fio)(m) =fauz) = et 01(1—2)" Ot = (1—2)~t = L.

1—x

Montrons que pour tout n € N, "pour tout x € R\{1}, f (")( )y =nl(1—z)" ) (=

Supposons maintenant que pour un certain n, on a : pour tout x € R\{1}, fi") (z) =n!(1 — )=+,
Montrons que pour ce n : pour tout z e R\{1}, f (n+1)( )= (n+ D1 — )=+,
Soit x € R\{1}. Alors comme f4 est de la forme u® (& la constante multiplicative n! pres), de dérivée au/u*"1, on



obtient :

(n

11 vous

{7 (@) = (A7) (@) = nlx (=(n+ DD = 2) 707 = nl(n+ DI = 2) 772 = (0 DI —2)"0,

reste & conclure cette récurrence!.

Pour vous rassurer : souvent, le résultat sera donné dans la question. Il vous suffira donc de faire directement la
récurrence (le brouillon ne sera plus nécessaire. )

Etude

de f5:z+— o 1)2 = (z — 1)72. Méme esprit que f;.

Commencer par la phrase blabla ...
Brouillon : (pour x € R\1) : fi(x) = —2(z —1)73, f(z) = -2x (-3)(z—1)"*=2x3(xz—-1)"1

f®(z)=-2x3x4(x—-1)"°
Montrons par récurrence que pour tout n € N,
n —(n (n+DI(-1)"
"pour tout z € R\{1}, £ (2) = (n + D(=1)"(x — 1)~ (+2) (= W)

Coeur de I’hérédité, avec x € R\{1} fixé,

@) = (157) @) = (1" DI 2) (= 17T = (1) 0 2)l e — 1),
Conclure.

Etude de fg:x —

= +b, avec a # 0 (sinon fonction constante de dérivées successives toutes nulles).

Phase blabla sur R\{—b/a}.
Brouillon, avec z € R\{—b/a} : fs(z) = (az +b)7L, fi(z) = —alax + b)2, f§(z) = 2a*(azx +b)~3

@ (z) = -2 x3xa’(ax +b)~*
Il reste alors & montrer par récurrence que pour tout n € N,
n 1(=1)*q™
"pour tout x € R\{—b/a}, fé )(x) =nl(=1)"a"(az + b)~ "+ (= M) K
— X n

Corrigé de I’exercice 2 :

1.

x 1 — 22 est de classe C™ sur | — 1, 1[, comme fonction polynomiale, et y est strictement positive. Donc par
composition avec la fonction racine, qui est C*° sur R* , on en déduit que x — /1 — 22 est de classe C* sur
] — 1,1] et ne s’y annule pas. Donc par inverse, f est de classe C*° sur | — 1,1].

Raisonnement par récurrence. Montrer que pour tout n € N

P,
” il existe un polynéme P, € R, [X] tel que pour tout = €] — 1,1[, f(™(z) = (lg‘;jz"“”.
— 22y
Cas n =0 : pour tout = €] — 1,1, fO(z) = f(z) = 2= = L+ donc en posant Py(X) = 1, on a bien

\/1—12 (17w2) P
la forme voulue.

Supposons que pour un certain entier n, on a trouvé un polynéme P, tel que pour tout = €] — 1, 1],
P,z

f (x) = a ”E)ZHH . Le but est de trouver un polynome, qu’on appellera P, 41, qui permettra d’avoir la
— 2=z

Pn n
forme voulue pour f("*1 & savoir que pour tout = €] — 1,1[, f**V(z) = +1(2) = Pria(2)

(1—22)™5  (1—a2)™5

Soit = €] — 1, 1[. Alors par définition, f"*+1)(z) = (f("))/(x).
Deux facons de faire : soit on rééerit f(™ pour le voir sous la forme d’un produit, soit on le dérive sous la forme
initiale du quotient.

Méthode 1 : f()(z) = P, (x )(1 — 2?)"
Alors D) (z) = () (z) = Py (x)(1 - 1'2)
= (1—2?)7 2 1P} (2)(1 — 2%) + Pu(x) x (2n 1)
= (1—-2%)~ 2" [P 41 (2)] si l'on pose Ppy1(X) = Py (
(comme somme et produit de polyndmes).

Si la factorisation & I’étape 3, vous a perdu, entrainez vous a factoriser a X3 + bX?2, puis a X™ 4+ bX"~ L.

2n+1
=51

Py()(=2551) x (=22) x (1 —2?)”

]
X)(1—X?%)+P,(X) x (2n+1)X, qui est bien un polynéme

Méthode 2 : via la formule de la dérivée d’un quotient.

FD(z) = (ﬂn))’(z) -

2n+1
=z -1

Pl(x)(1 — 22) %57 — Py(a) 2212 (—22) x (1 — 2?)
((1—a2)™57)2




1—22)" 1 x (PL(x) x (1 —a2) — Py(z) x (2n+ 1 .
_ ( x ) ( n(fi _‘532)27;11) n(JC) ( n )JC) or % _ wz,l_a, et 2n 41— (27124,—1 _ 1) _ 2n2+3 d’ol
P! (z)(1 —2%) — (2n+ 1)aP,(x Pz .
= (=)( (1_)1‘2()2”;3 JoPu(z) = (1_;2)(23;3 si Pon pose P,11(X) = P/ (X)(1-X?)+P,(X)x(2n+1)X,
qui est bien un polynéme (comme somme et produit de polynomes).
Si la factorisation & 1’étape 3, vous a perdu, entrainez vous a factoriser aX? + bX?2, puis aX™ + bX" 1.

3. Révision du chapitre polynémes! On ne connait pas le polynéme P,, mais on a une relation de récurrence.
Montrons donc que pour tout n € N, deg(P,,) = n par récurrence.
Cas n = 0. Dans la question 2., on a montré que Py(X) = 1 donc deg(Py) = 0.
Supposons que pour un certain n, deg(P,,) = n, et mq deg(Pp4+1) =n+ 1.
Or P, 1(X)=P(X)(1-X?)+P,(X)x 2n+1)X
De plus, deg(P,(X)(1 — X?)) =deg(P!) + deg(l1 — X?)=n—1+2=n+1et
deg(P,(X)(2n 4+ 1)X) = deg(P,) + 1 = n+ 1. Donc par somme, comme les degrés des deux termes sont les
mémes, on a seulement deg(P,,11(X)) <n+1 (et non =n+ 1 car un télescopage est possible. Reprenez votre
chapitre polynémes si besoin!)
Il faut donc étre plus précis. Par hypothese de récurrence, comme deg(P,) = n,
P, s'écrit Pp(X) = a, X™ 4+ R,(X) ou R, est le reste du polynome, de degré au plus n — 1, et a,, # 0.
Alors Py (X) = PL(X)(1 = X2 + P(X) x 2n+1)X
= (na, X" 1+ R(X)(1 - X?) + (a, X"+ R,(X))(2n + 1)X = ...
= X" (n+ Da, +[R,(X)(1 - X*) 4+ na, X" ' + (2n+ 1) XR, (X))
—_———
#0 de degré<n+1
D’ou deg(Py41) =n+ 1.
Conclusion.

Corrigé de ’exercice 3, question 4.
2

(a) d’apres 2. et 3. pour tout x € R, f(")(z) = P,(z)e™™ ~ (—2)”:3"6_”2 — 0 d’apres les croissances com-
r—Fo0 r—+oo

parées.

(b) Soit ag,ay,...,a, n+ 1 réels tels que agf + ar f' + aof” + ... + an f™ = 0.

(le but est de montrer que ag = a3 = ... = a, = 0).

Alors pour tout = € R, agf(x) + arf(z) + ... + an, f (x) = 0.

Comme on peut multiplier par e’ # 0, on obtient :

pour tout x € R, aof(x)e””2 + alf(x)e’ﬂ2 +...+ anf(”)(ac)e””2 = 0 soit encore (par définition des Py)

pour tout x € R, agPy(x) + a1 Pi(z) + ... + anPr(x) = 0.

Or les polynomes (Py)re[o,n] sont tous non-nuls et de degrés deux a deux distincts, donc ils forment une famille libre
d’ou ag = 0= a; = ... = Qp.

Corrigé de ’exercice 4

1. La continuité en 0 est ici une continuité & droite en 0, puisque f est définie sur [0, +oo[. Pour x > 0, f(z) =

e~z s 0= f(0) puisque % — +o00. Donc f continue en 0.
z—0t z—0t

2. Pour >0, f(z) = e~ %, donc [ est de classe C° sur RY.

3. Pour z >0 : f(z) = e~/* donc Py(X) = 1 convient.
Pour > 0, f'(z) = e1/% donc Py(X) = X? convient puisqu’alors, P (1) = L.
Pour z > 0, f’(z) = (—Ze /") + ?12(%2)6_1/70 = (32 + X)e7V/® donc P»(X) = —2X° + X* convient
puisqu’alors Pp(1) = —2(1)3 + (1)
On a fait bien plus qu’une initialisation, donc enchainons avec I’hérédité.
Supposons qu’on a trouvé pour un certain n un polynéme P, tel que pour tout z > 0, f(")(z) = Pn(%)e’m.
Alors pour @ > 0, £ (2) = (FM)/(2) = (= & PL(1))e /7 + P, (1) (e /%) = (- L PL(2)+ & Pa(d))e 1/,

xT

x)
x)

On en déduit que P, 41(x) = —2? P! (z) + 22 P, (z) convient car c’est bien un polynome, et de plus, pour z > 0,
Poii(2)=-L%P(2)+ L5 P,(2) donc on a bien, pour > 0, f"+D(2) = P, yqi(2)e /",
Conclure.

4. Petit rappel : un polynoéme est dit unitaire si son coefficient dominant est égal a 1.
Ce résultat se montre par récurrence
n=0: Py =1 donc Py polynéme unitaire de degré 0 = 2 x 0.
Supposons que P, soit unitaire de degré 2n : alors P, s’écrit P, = 2?" + R,,, avec R,, € Ro,,_1[z].
Alors comme P, 41(x) = —22P/(x) + 22 P,(x), on obtient
Poii(x) = —2?(2nz® 1 + R (7)) + 2%(2%" + Ry, (7)) = 2?2 + [—2n2?" ™ — 22R! (z) + 22 R, (2)].
Il est facile de montrer que le crochet est un polynéme de degré inférieur & 2n + 1, donc P,41 est bien un
polynéme unitaire de degré 2n +2 = 2(n + 1).
Conclure.



5. ** Montrons par récurrence que pour tout n € N, f(®) est dérivable en 0 et f(**1(0) = 0.

flz)=f(0) _ l —1/'r Xe_

=0 — 0 d’apres les croissances comparées, en ayant posé X =

X ——+o0
L = 400. Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.

T z—0t
Supposons maintenant que f(™ est dérivable en 0, et f("+1) = 0.
Montrons que f("+1) est dérivable en 0 : or d’aprés H.R. et 3.

(n+1) _ r(n+1)
A (327(’; o =1P1(3)e V® = XPyp1(X)e ™ (avec le méme chgt de variable) donc d’apres 4.

Pour n = 0 :

~  X?H3e=X 4 () par croissances comparées. Donc f("+1) est dérivable en 0 et f(*+2)(0) = 0.
X—+o0 X—+o0
Conclure.

Corrigé de ’exercice 5

1. fn est de classe C*° sur R comme fonction polynéme et pour tout = € R,
k _ _
PP @) =n(n—1)..(n = k+ D)a"—* = cobognk,

2. D’apres 1. en n = 2n et k = n, on obtient pour tout x € R, f(n)( )= (2") "

Mais par ailleurs 2" = 2™ x 2" autrement dit fo, = f, x f, donc d’ apres la formule de Leibniz
(") Z (% )f(k) fT(L"_k) d’ott pour tout z € R, 22! n!)'x” =>0) 7(n_'k)!x”*k X Z,':ck
k=0

n
soit %xn = nlz" 2 (2)2

En particulier pour z = 1 (mais tout  # 0 convient!) : =5= = nl! Z (% ) d’ont Z (% ) = )!! = (>").
k

Corrigé de I’exercice 6 (a)(c) (les autres sont vraiment analogues ...)
Bien commencer par lire le point méthode fin du chapitre (poly complet sur le site, pour tous les détails)

(a) les polynomes qui apparaissent & gauche et & droite de encadrement sont resp. de degré 1 et 2.
Soit z € R™ fixé.
Méthode 1 : on applique 2 fois la formule en n =1 et n = 2.
En posant pour tout ¢t € R*, f(¢) = e~t, on a bien f C? sur R+ avec fO)=1, f'(t) = —e7t, f/(0) =1, f"(t) =€,
70y =1, fO{t)= -t Dotipourn=1:e*=1-zg +f0 1, *tdtflforfo (x —t)etdt.
On remarque que pour 0 < ¢t < z (on a x > 0) (x —t)e™t > 0 donc comme les bornes sont dans le bon sens, par
positivité de I'intégrale, fox(x —t)etdt >0, dotte™® >1—ux.

Etpourn=2:e*=1-xz+ iz - 0’” (@=t)” t) e—tdt.

Or pour des raisons analogues, on a Ox M e7tdt>0,done*<1—z+ %
Méthode 2 : on repart de la formule de Taylor pour n = 1, mais on encadre plus finement 'intégrale pour avoir
directement les deux cotés.

Avec le début du raisonnement précédent on a e =1 -z + [ (z 75dt
Or0<t<z=0<e®<e?<1, et comme (x—1t)>0,0< (x—t) t < (z —t). 1l reste & intégrer entre 0 et
©20:0< f5(e—tetdt <[5z —t)dt = [~ e — 22

D’ou en rajoutant 1 — x a chaque membre :
l—z<l-a+ [j(z—t)etdt< 1—x—i——2 cadl—-z<e*<l-z+% * vu la formule de départ.

(c) les polyndmes qui apparaissent & gauche et & droite de 'encadrement sont resp. de degré 2 et 3.

Fixons z € RT.

Méthode 1 : on applique 2 fois la formule en n =2 et n = 3.

En posant pour tout ¢ € RY, f(t) = In(1 +¢), on a bien f C* sur R, avec f(0) = 0, f/(t) = 5%, f'(0) = 1,
J"(0) = ~ g 7(0) = 1, fO) = e, FD(0) = 2 et fO(1) = 70

Doupourn=2:In(l+z)=0+x— x—;—!—fox (I;t) 1+t sdt.

On remarque que pour 0 < ¢t <z (on ax >0), (@ Qt) ﬁ

dt, douln(1+x)>x—”—2.

> 0 donc comme les bornes sont dans le bon sens, par

positivité de I'intégrale, fow (o=t

2 (1+t) 2
Et pourn:3:ln(l—&—x):O—i—x—;—i-;m?’ N (x;t) ﬁdt.
Or pour des raisons analogues, on a fom (@ 3t) (1+t 2dt >0, ot In(l +z) <z — %2 + %x3 =z — L; + %3

Méthode 2 : on repart de la formule de Taylor pour n = 2, mais on encadre plus finement 'intégrale pour avoir
directement les deux cotés.

Avec le début du raisonnement précédent on a :In(1+xz) =0+xz — %2 + [y (@ dt (apres avoir simplifié les 2

) o



de lintérieur de l'intégrale).

Or0<t<z=1<(1+t)P}<(1+2)}=0< (1+1:) (m) < 1et comme (x—1t)?>0,0< (m—t)Qﬁ < (x—t)?
Il reste & intégrer entre 0 et x>0 : 0 < [ (x — ) (1+t zdt < [ (x —t)%dt = [— (—tf t) & ;
D’ou en rajoutant x — %2 a chaque membre :
x—% Sa:—%z+f0m(x—t) (1+t)3dt<x %—i—‘% cad v — & <ln(1+a:) <sr:——+—3 vu la formule de départ.
Corrigé de l’exercice 7
D’apres la formule de Taylor pour les polynémes appliquée a P de degré n en a :
n pk) a
P(X) = ;O%(X —a)*.
/ P"(a) (")( ) n

Donc pour tout = € [a, +00[, P(z) = P(a)+ P'(a) (x — a) + 51 (x—a)® +... + (x—a)"” > P(a) >0

~—— M N—— Uoee—— n! ————

>0 >0 >0 5 >0 5 >0

Donc P ne peut pas s’annuler sur [a, +00[, donc P ne peut pas avoir de racine sur [a, +oo] .

Attention, garder la somme permettait d’avoir facilement P(x) > 0 pour x > a, mais pas I'inégalité stricte (pb en

x = a ol presque tous les termes s’annulaient ...). Pour garder la somme, il fallait alors étudier 2 cas :
n P(k) a
pour z > a, P(z) = 3 k"( )
k=0__F'

>0

(z —a)® > 0 et pour z = a, P(x) = P(a) > 0.
——

>0

Corrigé de ’exercice 8

Méthode ”"naive” : on ne considere que la premieére partie de la question, et on cherche a montrer que la famille
(1,7 —a,(z — a)?,...,(x — a)") est une base de R, [z].
On remarque que cette famille contient n + 1 polynémes et dim(R,[z]) = n + 1. De plus, les polyndmes sont tous
non-nuls et de degrés 2 a 2 distincts, donc la famille est libre.
Bref, cette famille est une base de R, [z].
Mais comment trouver les coordonnées d’un polynéme P quelconque dans cette base ?
Autrement dit, on cherche des coefficients tels que pour tout x € R
— 2 n
P(a:)f\..’._/ler\.Px(mfa)Jr\.Px(Ifa) + o Jr\..}/x(:rfa) .
€R €R €R €R
Or si on applique la formule de Taylor & P € R, [x] (donc de degré < n) en a :

P(z) = Z%(z —a)® = P(a) x 1+ P'(a) x (z — a) + @ X (x—a)?+..+ P(L)(a) X (x — a)™, on obtient

exactement les coefficients cherchés! En fait, la formule de Taylor permet de montrer que la famille de départ & savoir
(1,7 —a,(z —a)?, ..., (x — a)"), est génératrice de R,,[x] (donc une base car de bon cardinal).

Corrigé de ’exercice 9

1. In est de classe C* sur R%, x — 1 4 x est de classe C* sur R, et pour tout = € [0,1], 1 + 2 € R*, donc par
composition, f est de classe C™ sur [0,1]. 11 reste & déterminer f(™ pour tout n € N*.
Devinons la forme : soit z € [0,1], f'(z) = H% =(1+2)7 f(2) = —(1+2)72 fOz) =201 —2)73,
f®(x) = —2%3(1 + )~ ... bref

Montrons que pour tout n € N*, on a ”"pour tout € [0, 1], f((z) = (G GEVEY

(ta)"

Casn =1 : tout = € [0,1], E20 — L — p/(y)

asn =1 : pour tout x Al Tt = 7 = @) 1
Supposons que pour un certain n on ait : pour tout = € [0, 1], £ (z) = % (=) Yn—-1)(142)™"
alors f*t(z) = (=) '(n — D!(=n)(1 4+ 2)"""! = (=1)"n!(1 + )=+ puisque —n = (—1) x n. Conclure.

2. Soit n > 1. f est de classe C"*! sur [0, 1] donc on sait qu'il existe M tel que pour tout ¢ € [0,1], | f TV ()| < M,
et d’apres 'inégalité de Taylor avec reste intégral entre 0 et 1 & l'ordre n, on a pour un tel M :

(k) n+1
1£(1) = ¥ 01 -0k < MIEZE

Or d’apres 1., f(0) = 0 et pour tout k € [1,n], f*)(0) = (— ) ( ) ce qui donne :

n 1 n
In(2)—0— 3 & n*- - Lk~ D! < © +1), Soit encore |In(2) —

(n+1)'
Attention, il faut encore trouver un M qui convient, car le M 1ntrodu1t au début dépend de n! Donc on ne



peut pas passer a la limite dans la quantité %

Conseil : commencer par chercher M avant de faire tout le calcul ci-dessus pour ne pas oublier de faire cette

étape ..
Or pour tout ¢ € [0,1], [f™FL(t)| = W < nl. Donc M = n! convient et 'encadrement ”final” est :
n 1 k—1 1
|In(2) — Z < o
n
Théoréme d’encadrement (version valeurs absolues), comme —i- Z — In(2) e R.
n+1 n—>+oo k=1 n—-+4oo
k—1
Donc (reconnaitre la somme partielle de la série demandée), on en déduit que la série > % converge et
E>1
L. +oo (—1)k—1
la somme de la série est kZ—:IT = In(2).

(a) On a pour tout n € N, z — 1’%3 est continue sur [0, 1] donc l'intégrale I,, n’est pas impropre, et existe bien.
La convergence de la suite (I,,) s obtient par encadrement :
0<z<l=1<142z<2=0<1 5 < 1% <1 donc par produit avec x
Par cr01ssance. de l'intégrale, avec O <1: O <I,< fo ndgj‘ = m[ﬂl—&-l}(} = n#“

Il reste a appliquer le théoréeme d’encadrement pour obtenir I, —+> 0eR.

n—-—+oo

Donc la suite (I,) converge (vers 0).
n n— n—1
Pour n € N*, I, + I,—1 = 01 e 01 2t ) gy — fol 2" tdx = L (calcul fait juste au-dessus).

1+ T+w
(b) D’apres le (a), £ = Iy + Ix—1 pour tout k > 1.
Done $° (—1)514 = 3~ (1)L (I 1+ 1) = Lo+ L]~ [+ D)+ [T — Ig] — [Is + L] 4o (=) L1 +1,] =
Iy + (k—zll)”In apres télke:séopage. .
Comme 1, 0 (=111, W0 (=D)L, =1, el 0)d Z:: (=1)k=12 el Iy € R. Donc
la série kgl(—l)k’1% converge et :ij(— =1 = fo 11 dz = [In(1 + z)]} = In(2).

Corrigé de la fin de ’exercice 11

— 0, donc d’apres le théoreme d’encadrement,

1 1
3.(b) On a que Gl X Tt

1 o1 —u -
fo S kz::o(_l)km _> 0 dou Z( b k'(lirz) n—roo
oo

BT 1 e kgo(—l)km = g(z), donc par unicité de la limite : g(x f u*~lemdu.

f u*~te~"du. Or par convergence de la série,
n
on sait que Y (—1)*
k=0

bonus : pour 0 < x < 1, 'intégrale fol u®~te~"du est impropre en 0. Donc au moment d’utiliser la croissance de
I'intégrale (puis I'inégalité triangulaire puis la linéarité), il ne suffit plus de dire que les fonctions en jeu sont continues
sur [0,1]. Il faut bien str dire qu’elles sont continues sur ]0, 1], mais vérifier également la convergence des intégrales.

OrenOonau*lte ™~y = ull,z.

Il reste a appliquer le critere d’équivalence puisque 'intégrale de Riemann fol ﬁdm est convergente (o« =1—x < 1).
(En deuxiéme année, il vous suffira de reconnaitre que c’est la fonction Gamma ...)

Le membre de droite est continu sur [0, 1] donc pas de probleme de ce c¢oté 1 ... ce qui garantit également la cv absolue
du membre de gauche ....

Corrigé de ’exercice 13
Cet exercice est une "redite” de 'exercice 11, afin de bien valider la méthode. Mais attention, la technicité est un peu
plus importante car les intégrales sont impropres !

t 1

) ou

1. t + te~! est continue et positive sur [0, +oo| donc l'intégrale est impropre en +oo. Mais te ™t = o
te~t = o(e~1/?") .... rédiger alors le citere de négligeabilité.
Attention si vous utilisez la premiére solution de bien vous placer sur [1,+oo[ (car I'intégrale de Riemann est

+
J;° #&dt, puis & revenir & [0, +o00f).

2. Pour tout x € R, t v cos(tz)e™" est continue sur [0, +o0o[. Donc pour obtenir l'existence de G(z) il reste a
montrer que l'intégrale converge bien.
Soit 2 € R : alors pour tout t € RT, |cos(tx)e™t| < e~t. Comme 'intégrale de référence f0+oo e~ tdt converge, on

déduit du critere de comparaison appliqué a des fonctions continues et positives que I'intégrale f0+oo cos(tz)e~tdt
converge absolument et donc converge. On obtient bien que G est définie sur R.



3. Soit A > 0 : alors en posant u/(t) = ™" et v(t) = cos(tz), on a u(t) = —e~ ! et v'(t) = —zsin(tz), d’ou par IPP
(u et v sont de classe C* sur RY), OA cos(tx)e~tdt = [—e "t cos(tz)|f — xfOA sin(tx)e~tdt
puis & laide d’'une 2e IPP sur l'intégrale (poursuivre dans le méme sens que la lere!)
= —e A cos(Ax)+1—x ([—e‘t sin(tx)) + fOA cos(tx)e_tdt) = —e 4 cos(Ax)+1+we~ A sin(Az)—z? fOA cos(tx)e tdt

— 0+1+0—22G(x).
A—+oo

(en effet, par exemple |cos(Az)e 4| <e ™ — 0...)
A—+oc0

Dot G(x) = 1 — 22G(z) soit encore G(z)(1 + x2) = 1 et finalement G(z) = ﬁ, puisque 1 + 22 # 0.
4 Soit x € R.

Attention, intégrale doublement impropre puisque ¢ +— WG"& n’est continue que sur |0, +oo[. Etude de
fol %ft)e_tdt : or on remarque que Me_t ~ Ze~t = gem' — 1 € R, donc l'intégrale est faussement
t—0 z—0

impropre en 0 donc converge.

Etude de f1+°° Sillfsiwt)e*tdt . Or pour tout t > 1, \Me’ﬂ < 1le7! <e7! puisque t > 1.

. 2, 10z “+oo N PN . . .
Comme l'intégrale de référence fl e~ tdt converge, d’apres le critére de comparaison pour les fonctions conti-
00 sin(xt)
t

5. Ici, contrairement aux exercices précédents, la fonction a laquelle on doit appliquer T-L est plus ”cachée”,
comme les points en lesquels on "applique.
Fixons x, h et t, trois réels.
Plusieurs solutions : on peut par exemple poser f : v — sin(u) de classe C*° sur R et on applique T-L aux
points a = tx et b = tx + th, a U'ordre 2.
Comme pour tout u € R, |f”(u)] < 1, on trouve |f(b) — f(a) — f'(a)(b—a)| <1 x |b—27:1|2

Yo . th)?
d’otu sin(at + xh) — sin(zh) — thcos(xt)| < %

Variante : on pose f : u — sin(txz + u) et on applique T-L aux points 0 et th ....

. L + _
nues positives, 'intégrale fl e~tdt converge absolument donc converge.

6. Les étapes clés : : poser x et h puis 1. on multiplie par e, positif (donc on peut bien le rentrer dans les valeurs
absolues)
2. on integre entre 0 et +00 : bien justifier que toutes les intégrales en jeu convergent!! 3. utiliser I'inégalité
triangulaire pour faire "rentrer” l'intégrale, puis la linéarité pour séparer en 3 intégrales (elles cv toutes)
4. On divise par |h| (bien penser aux valeurs absolues, sinon, la quantité n’est pas positive!) et se rappeler que

% = |%| pour faire "rentrer” le h dans les valeurs absolues. Attention également : % = |h|.

5. reconnaitre tous les morceaux, mais laisser 'intégrale du membre de droite telle quelle (inutile de la calculer,
elle cv donc c’est un réel).
on obtient : |w — G(z)] < |h| f0+°° t2e~tdt)

7. Attention, coquille dans 'énoncé! C’est F' = G (et non F = G).

On applique le théoréme d’encadrement quand h — 0, puisque |h| — 0. On en déduit que W—G(

x) —>
h—0

0 donc w = G(z) € R. Donc F est dérivable en z, et F'(z) = G(z). Vrai pour tout = € R.
—

8. On en déduit donc pour tout z € R, F'(x) = H% donc il existe ¢ € R tel que F(z) = ¢ + arctan(z).
Or F(0) = 0 et arctan(0) = 0 donc ¢ = 0.

Corrigé de ’exercice 14
Cet exercice est une "redite” de l'exercice 11, afin de bien valider la méthode. Tout vous paraitra ”plus” simple sauf
I'inégalité de T-L, plus délicate ici, car plus de lettres ....

1. Soit z € R. Alors ¢t — sin(:mf)e*1t2 est continue sur [0, 1] (segment) donc S(z) existe bien. De méme pour C(x).
Donc S et C' sont bien définies sur R.

2. Soit a e Ret y € R.
Pour 'inégalité de Taylor Lagrange :
Variante 1 : poser ’ f(t) =sin(a + 1) ‘ pour t € R, de classe C? sur R

puis appliquer 'inégalité a f a l'ordre 1, | entre 0 et y |.

On cherche M € R tel que pour tout t entre 0 et y, | f(t)| < M.
Comme y est quelconque, il suffit de chercher M tel que pour tout ¢t € R, |f”(¢)| < M. Or f"(t) = —sin(a +1t),
donc |f”(t)| = |sin(a +t)| < 1, et M = 1 convient.




Variante 2 : poser | f(t) = sin(¢) |, pour ¢ € R, de classe C? sur R,

puis appliquer I'inégalité & f de classe C? sur R a1’

, | entre a et a+y‘.

On cherche M € R tel que pour tout ¢ entre a et a +y, |7 ()] < M.
Comme a, et y sont quelconque, il suffit de chercher M tel que pour tout t € R, | f”(¢)] < M. Or f(t) = —sin(¢),
donc |f”(t)| = |sin(t)| < 1, et M =1 convient.

Il reste alors a appliquer la formule, apres avoir calculé f(a) = sin(a), f'(t) = cos(t) donc f'(a) = cos(a).
2

On conclut : |f(a+y)— f(a)— f'(a)(a+y—a)| < Mw cad | sin(a+y) —sin(a) — cos(a)y| < 1 x |y| = ;

3. Fixer z € R. Alors pour h € R* et t € [0 1] onaa=zt€eR, et y=~hteR doudapres 2.
| sin(zt 4+ ht) — sin(xt) — ht cos(act)| <! ) , puis par produit avec e=*" > 0 (rappel si A > 0, A|z| = [Az|)
|sin((z + h)t)e ! — sin(zt)e=t’ — ht cos(act) | < % -t
En divisant par |h| > 0 (vérifier que vous avez pensé aux valeurs absolues!! sinon, pb de signe, et il faudrait

distinguer deux cas ....), en se rappelant que 14 =
> pp q o] b
. —t2 -2 _ —12 2,2 2
|sm((x+h)t)e sm(it)e ht cos(zt)e | < h2t e_t “1L| soit encore
: —2 —t2 2 2 2 . 2
|Sm((x+h’)t)e " sin(@t)e™ teos(zt)e | < ”gt e~ !, puisque —‘hh‘ = —};L [h].

4. 11 reste a utiliser la croissance de l’intégrale avec 0 < 1,
K 2. 2
fol ‘sm((a:+h)t)e ;l —sin(zt)e " tCOS(fEt) |dt < fl |h|t 7t2dt

ainsi que l'inégalité triangulaire, pour obtemr

. 42 . _ 42
|f01(sm((x+h)t)e ; —sin(zt)e™” t cos(zt)e™ dt| < fl Rl o~ g D o par linéarité :
|%(f01 sin((z + h)t)e =t dt — fol sin(at)e =t dt) — fo t cos( azt) “)at| < %‘ fol t2e=tdt.
Soit encore |w —O(x)] < %‘ fol th’tht

5. Il reste a faire tendre h vers 0 : d’apres le théoreme d’encadrement, comme fol 2e=t" € R, (constante indépendante
de h), on obtient I—;l fol t2e="dt — 0 d’on w — C(x) — 0 soit encore w — C(z) € R.
h—0 h—0 h—0

On en déduit que S est dérivable en z, et S'(z) = C(x).
Vrai pour tout = € R d’ou le résultat.

Corrigé des exercices 15, 16, 17, 19 et 25 : cf PJ manuscrite

Corrigé de ’exercice 18

_ 1.2 _ 2 2
L In(l+z)=1+z+352 +zgo( et pz=l-z+x —l—xgo(x ).
n+1 n
2. Soit n € N. w1 —w, = <k—1]1€ —In(n + 1)) <k¥1i —1In(n )> = nT—l —In(n+1)+1n(n) = ﬁ —In(Zt) =
On peut utlhser le DL dulnrappelé aul.enz = % —+> 0 mais il faut encore transformer le ? car n — +00.
n—-+0oo
Or iy = stz = & maye 400 s —wn = S0L= T+ ) +ol(G) + (= 3G +e((G)) = - =
R TN R

3. Attention au signe! Pour le critere d’équivalence, il faut que les 2 termes généraux soient positifs!

Méthode 1 :par convergence absolue [wy,+1 — wy| ~  5-5. La série de Riemann Y -& converge (2 > 1) donc,
n~>+oo n>1

par linéarité, la série # converge. Par théoréeme d’équivalence des séries a terme positifs,
n>1

la série Y |wp41 — wy| converge. Ainsi, la série Y (wp41 — wy,) converge absolument donc converge.
n>=1 n>1
Méthode 2 : au vu de I’équivalent trouvé, a partir d’'un certain rang, les deux membres sont toujours négatifs.

Or par linéarité, la convergence de la série > (wp41 — wy) est équivalente & la convergence de la série
n>0

— > (wpy1 — wy) : dans cette derniére série, on a bien des termes positifs & partir d’un certain rang avec
n>0
—(Wpg1 —wp) ~ ﬁ Faire alors le critére sur cette série ....

n—1 n—1 400

Enfin, Vn € N*, > (wgy1 — wy) = wy, — wy, donc wy, = > (wpe1 —wg) +wp — > (wpy1 —wy) +wy €R
k=1 k=1 n—+00 =3



puisque la série converge. Donc la suite (w,,) converge.

Corrigé de I’exercice 20

Attention, la puissance bouge!! Donc forme exponentielle obligatoire (rien que pour identifier une éventuelle FI!) :
(1 + h)nefan _ 6n1n(1+a7“)7an — 6n(ln(lJr%)fa—”)
n

: Aciad aJ _ QGn @n _ 1 an
Etudions plus précisémment n(In(1 + %) — ©=) : on sait que f el 0 donc G = —=& e 0.
En posant u = %= —+> 0, on voit apparaitre la forme In(1 + u) — u d’ou DL!
n~> oo
_ 1 2 ) = 1 2
In(1+u) = u — tu? +ugo(u)d0uln(1+u) u X +ugo(u)
i . n\ _ an _— _1l/an)2 an \2
On obtient alors : In(1 + %=) — 4= 5(42)% + oo ((%=)%)
27 an\ _ an\ _ _lﬁ L?L — _1lran ap \2 I AN
D’ou n(In(1 + ) — %) = 2"+n—>0+oo(")_ (f n—g-oo((\/ﬁ))n? Ocarparhypf —>—+>000'D0u

par composition avec 'exponentielle continue en 0, e™2(1+% ) —an —+> el =1.
n—-+0oo

Corrigé de ’exercice 20
f continue en 0 donc f(x) - f(0) et f(—x) — f(0) ot FT 2.
T—> r—r
Piste : faire un DL au numérateur pour obtenir un équivalent et simplifier la fraction. Comme f n’est pas une fonction
usuelle, il faut revenir a la formule de Taylor Young pour obtenir un DL de f(x) et de f(—z).

Comme f est C? au voisinage de 0, d’apres la formule de Taylor Young, on obtient :
@) = f0) + LPa+ 5% 4 o (a2).
Dot en —x : f(—x) = £(0) + L2 (—2) + L2 (=2)? + 0 ((—2)%) = £(0) = LPo + L5002 + 0 (a?).

z—0

Par somme, obtient :

f@)+ f(=2) = 2f(0) + ["(0)2* + o («?) soit encore f(z) + f'(x) = 2f(0) = f"(0)2* + o (2?) ~ ["(0)2*.

—0 z—0

Par quotient : L& CD=21O) ey 5 f7(0).
r z—0 z—0

Corrigé de ’exercice 22
1. Pour 2 =0, f(z) =0 et pour z # 0, f(z) existe ssi e® —e™* £ 0.
Ore*=e "o r=—-r<2xr=0< x=0. Donc f est bien définie sur R.
2. Sur ]—o0,0[ (resp. |0, 400[), f est continue comme quotient de fonctions usuelles continues dont le dénominateur
ne s’annule pas.
Continuité en O : FI 8 Au dénominateur une somme : passer par un DL pour trouver un équivalent.
Ore*=1+z+ 122+ 00(332) dote®=1-z+i(-2)?+ 00(z2) =1-az+ 322+ 00(z2)
T T—

et par somme e —e % =21+ o (1?) ~ 2u.
z—0 r—0

Par quotient, f(x) ~ % =z -— 0 = f(0). Ccl
T—

3. Méme blabla : f est dérivable sur | — oo, 0] (resp. |0, +o00[).
Dérivabilité en 0 : L&=FO) _ f@) _ 22 =1 — 1 €R. D’ou f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.
z—

z—0 T e —e

Corrigé de I’exercice 23

Pour z €] — 1,400,  #0, f(z) = 1;1((91121))

1. On connait un DL de In(1 + x), de w (attention par contre, on va perdre un ordre en divisant par x)...

mais comment faire avec ﬁ ?
premiere idée possible : poser X = x + 1. Ainsi, %4_2 = % . mais ne marche pas car X —(>) letnonO ...
z—
b - 1 1 _1
Bonne piste : mettre 2 en facteur. Alors 5— = M7 = 3 X 1+X avec X = £ 3 0.
Or ¢ =1 - X + X2 + o(X?) dout § X 1;/2 =112+ (%) +o(z )):%,ZJr?Jro(zz),
Par ailleurs In(1 + ) = z — $2? + 12% + o(2%) d'on (1;””) 1— 1o+ ta? + o(2?)

ln(lw"'z) 1_}_2 =(1-3= —|— 2% +o(z?)) (5 — £+ %2 +o0(x?)). Il reste & développer, simplifier

et regrouper tous les o(). On obtient f(z ) =3 -2+ 2%+ o0(z?).

et par produit f(z) =



2. On remarque a l'aide du DL précédent, que f(x) ~

Donc comme f est continue en 0 et admet un DL d’ordre

1
20 2 20

= f(0) donc f est continue en 0.

1
2
1 (méme d’ordre 2) en 0, on sait d’apres le cours

(dernier th du chapitre) que f est dérivable en 0 et que f’(0) = —% (coefficient devant x dans le DL).

2

3. On sait méme que I’équation de la tangente est y = % — %x (partie principale du DL d’ordre 1 de f); et d’apres
le DL d’ordre 2 f(z) — (3 — 1z) = 222 + o(2?). Comme 2 > 0, localement pres de 0, f(z) — (3 — 32) > 0,
donc la courbe est au-dessus de la tangente en 0 au voisinage de 0.

2 2

Corrigé de ’exercice 26

1. (a)

(b)
()

Pour tout & # 0: e* — 1 # 0, donc f est définie et continue sur R* comme quotient de fonctions continues.

EnO:e‘”—lf(\;aﬁetdoncpourm;ﬁO:f(x):

T 1= f(0) et f est continue en 0 donc sur R.
et —1 z—0

De méme, f est C'lsur |—o0; 0[ et sur ]0; +ool et f (x) = eze_xl:ﬁf = (1(2516531

F10/0; on a (e —1)? ~ 22 et pour le numérateur, comme il y a une somme, on passe par un DL.
2 2
(I1—xz)e*—1= (1—2)(1+x+%+0(z2))—1 =l-z4+z—22+% +o(z?) —1=—322+0(z?) ~ — 322
N —1/2
D’ou f'(z) -~ (22 =—7— -3 €k

0 x? z—0

Théoréme de prolongement : Comme f est continue sur R, C1 sur R* et f/(z) — —%

z—0
alors f est C' sur R et f/(0) = —3.

—00 0 +00
u est dérivable sur R et v’ (z) = (1 — ) e® — e® = —ze®. Donc | ' () + 0 -
En particulier, v < 0 sur R et u < 0 sur R*. u(z) 70
Pour tout = # 0, f' (z) = (e:(—ml))z <0et pourz =0, f'(z) = -1 <0.
En —oo: f(z) = T oo +oo car ¥ — 1 R —1En +oo: f(z) = exx_ 7~ e% 2t 0 d’apres les

croissances comparées.
x

xe . . N

En —co: f(z) = (—2) = 345 +2 = .Or ze® — 0 (croissances comparées) d’ou f (z) +x — 0 et
et —1 T——00

la droite d’équation y = —x est asymptote & la courbe représentative de f en —oo.

Ne pas oublier de tracer sur le graphique ’asymptote en —oo, 'asymptote horizontale (y = 0) en +o0 et la
tangente de pente —% au point d’abcisse 0 .

f(0) =1 # 0 donc 0 n’est pas solution. Puis pour z # 0, f(z) =z < e* —1=1s " =2 < z = In(2).
Unique solution.

poser pour x > 0, h(z) = €2* — 2xe® — 1 et faire son TV pour obtenir son signe.

Soit > 0. On sait déja f’(x) < 0. De plus pour = > 0,f(x) + % =.= % > 0 par ce qui précede.
Et pour z = 0, on a bien f'(z) > —3. Ccl.

Appliquer I'inégalité des accroissements finis & f continue et dérivable sur R, telle que pour tout x € RT,
|f'(z)] < %, et aux points u,, o € RT.
Pour la deuxieéme partie de la question, faire une récurrence :
n=0lug—a|=1—-al=1—-a<lcar 0 <a=In(2) <lIn(e) =1.
hérédité : si on suppose que pour un certain n |u, —a| < (%)", alors par ce qui précede, |u,+1—a] < %|un —qf
< (5)"! il reste & ccl
Théoreme d’encadrement, comme |3| < 1, u, —a —> 0 donc (« constante), u, — a. La suite u
n—-+oo n—-+oo
converge vers .
u,, fournira une bonne valeur approchée « dés que n sera suffisamment grand. Pour avoir la précision & 1073
pres, il suffit de regarder les entiers n tels que (3)™ < 1073,
u=1
n=0
while (1/2)**n >0.001:
u=f (u)
n=n+1

print(u)
ou f est la fonction suivante :
def f(x):

if x==0:

return 1
else :
return x/(np.exp(x)-1)



4. (a)

()

Comme f est continue sur R, elle y admet une primitive F' qui est C* sur R. On a alors G (z) = F (2z)—F (z)
et donc G est C! sur R comme composée de fonctions C?.

De plus, G’ (z) = 2F' (2z) — F' (z) = 2f(233) — fz) =225 — £ si20 # 0 et o # 0 (ce qui revient &
@ #0) =22l _ 20 cap 020 1 = (€7)2 — 1 = (e% — 1)(e” + 1).

Par ailleurs, pour z = 0 < 2z = 0, G’( )=2f(0)—f(0)=1

Soit 2 > 0. Alors x < 2z et pour tout z <t <2x:0< f(2z) < f(t) < f (x) car f décroissante sur R. Donc

par croissance de I'intégrale, avec z < 2z, 0 < ffl f)dt < ffx fx)dt=f(z) 2z —z)=xaf(x)

2 2
Et comme zf () = T x—% — 0, par encadrement : G(x) — 0 Pour x < 0 on
et —1 e*l—e % z—+oo z—+00
a 2z g xz < 0 et pour tout 2x¢ < ¢t < z : f(t) > f(x) car f décroissante sur R. D’ou f;xf(t) dt <
I > f(z f (z) (2z — x) car les bornes sont en ordre décroissant.
Conclusmn Vo € ]—00;0], G(x) <xf(x).
Et comme zf (z) = ef” [, S 0%, par comparaison, G () oA diie
On rassemble tout :
x -0 - 0 4+ In@B) - +o©

e — 1 - 0 + +

3—e” + + 0 —

G (z) + 1 +

G(x) | —o0o S G(n3) N, 0




