Quelques Corrigés d’Exercices de la feuille Ensembles (compléments)

Corrigé exercice 1
1. ANB={2}, AUB=1{1,2,4}, ANB = {1}, car B= {1,3}, AN B = {4} car A = {3,4}.
2. ANB=[1,2], AUB=R, ANB =] — o0, 1[ car B =] — o0, 1[C A, AN B =]2, +00[ car A =|2, +] C B.

3. ANB =@, AUB =] — 00,1] U [2,+00| (ne se simplifie pas), ANB = Acar AC B =] —00,2[et ANB =B
car B C A =]1, +o0].

Corrigé exercice 2 B S o o
D’apres les lois de Morgan, AN (BUC)=AUBUC=AU(BNC)=(AUB)N(AUC) par distributivité.

Corrigé fin exercice 4
3. = Supposons que A C B et montrons que B C A :
Fixons b € B. but : mq b € A cad que b ¢ A.
Or si b € A, alors comme A C B, on aurait b € B ce qui ne peut pas puisque b € B.
Donc on a bien b ¢ A, c’est-a-dire b € A.
< Réciproquement, supposons que B C A. Alors d’apres le sens direct, on en déduit que A C B d’ott A C B.
(ou sinon, faire un raisonnement analogue au sens direct !)

4. La formule est dans le cours : c¢’est la formule de ”distributivité”. Le but ici est d’en faire la preuve. Par double
inclusion :
"C 7 isoit ¢ € (AUB)NC : but montrer que z € (ANC)U(BNC).
Comme z € (AU B)NC, on sait que z € C et que x € Aou z € B. Il y a donc deux cas possibles :
soit € A, mais alors, comme z € C, onaxz € ANC.
soit € B, mais alors comme x € C,onax € BNC.
Doize ANCouzeBNCcadxze (ANC)U(BNC).

Inclusion réciproque : soit (ANC)U (B NC) : alors deux cas sont possibles soit x € ANC' : ce qui signifie x € A
etz e’
soit x € BN C : ce qui signifie z € Bet x € C
On a donc dans tous les cas x € C, et ensuite, soit x € A soit « € Bcee qui s’écrit x € C N (AU B).

Corrigé exercice 5
On peut choisir par exemple E = {1,2,3,4,5}.
Le but est donc de trouver A, B et C tels que AN B = AN C mais tels que B # C.
Par exemple : A = {1,2,3}, B ={1,4} et C = {1, 5}.

Pour la deuxieme question : A = {1,2,3}, B = {1,2,4} et C = {3,4} conviennent.

Corrigé fin exercice 6 :
La suite (C,) est croissante (donc méme cas que les (A,)) : en effet C; = [1,+00[C Cp = [§,+00[ puisque & < 1
etc.etc.
Donc Ci1N..NCyp=C1 = [1,+OO[ et CTUCLU...UCg=Cp = [%0,4’00[
+ +
On obtient également : krﬁjCk =C; =[-1,1], et ijjC’k =]0, +00[ (attention, le 0 est exclu : il n’appartient & aucun

C,, méme si n est trés trés grand).

La suite (D,,) est décroissante puisque pour tout n € N, D,,11 C D, dot D1 N...N Dyg = D1 = [-1,1] et
DiN..N Dy =Dy = [—15, 15]-
+ +
On obtient également : ijjDk =D;=[-1,1],et krijk = {0} (réaliser que le 0 est bien inclus : pour tout k,0 € Dy !11).
De méme la suite (E,,) est décroissante :
E1 n...N ElO = E1 = [—1,+OO[ et E1 n...N E10 = E10 = [_Tl()’ +OO[
+ +
On obtient également : k@jEk =FE; =[-1,400[, et k(jEk = [0, +o0].

Corrigé exercice 8 :

1. Etape 1 : montrer =. On suppose que AUB = ANC.
Montrons que B C A : soit z € B (but mq x € A).
Comme z € B, on a x € AU B, donc par hypothese, on a x € AN C. En particulier, x € A.



Ouécrire: BC AUB=ANC C A.

Montrons que A C C : soit z € A (but : mq x € C).
Comme = € A, on a x € AU B donc par hypothese, x € AN C. En particulier, x € C.
OU écrire, : ACAUB=ANnC cCC.

Etape 2 : réciproque. On suppose que B C A et A C C. Montrons que AUB =ANC.

Soit version courte, qui s’appuie sur des résultats du cours : comme B C A, alors AUB = A et comme A C C,
alors ANC = A. D’ou l'égalité :AuUB=ANC.

Soit par double inclusion.

Montrons que ANC C AUB : comme ANC C A, et que AC AU B, on a bien ANC C AU B. (ou poser z
...) Montrons que AUB C ANC : soit x € AUB.

Six e A, alors comme A C C,onaaussize Cdouzxe ANC.

Six € B, alors comme B C A, x € A et on se ramene au cas précédent. Dans tous les cas, on a bien x € ANC.

2. D’apres 1,si AUB=ANC, alors BC Aet AC C.
Et par symétrie (échanger les lettres dans 1.) : si BUC = BN A, alors C C Bet BC A. et si CUA=CUB,
alors A C C et C' C B.
Onadonc: BCACCCBdouA=B=C-=.

Corrigé exercice 9 :

— Penser a 'ensemble vide et a [1,6].

— Penser aux accolades extérieures puisque P([1, 6] est un ensemble, ET & toutes les accolades pour les différentes
parties (puisqu’un élément ici est une partie donc un sous-ensemble)

— P([1,6]) doit contenir au total 26 = 64 parties. Donc inutile de les écrire toutes.

— pour tout k, (2) donne le nombre de parties a k éléments.

P(1,6]) = {@;{1};..;{6};{1,2};{1,3};...;{5,6};{1,2,3}, ..., {4,5,6}; {1, 2,3,4}; ..{3,4,5,6}; {1,2,3,4,5}; ..;
{2,3,4,5,6};[1,6]}.



