Quelques Corrigés d’Exercices de la feuille Intégrales généralisées

. ’ . ’, o . t
Corrigé de I’exercice de révision 1 : Posons f :t+— <.

1.

F(z) existe dés que f est continue sur [1,z]. Or f est continue sur R*, et [1,2] CR* < 0¢ [1,2] & = > 0.
Donc F est définie sur R

Puis si z > 0, [1,2] C RY et Vt € R%, f(t) > 0. Donc si > 1, (bornes dans le bon sens) F'(z) > 0 et si z <1,
F(z) <O0.

. Comme f est continue sur R et 1 € R, F' est 'unique primitive de f sur R qui s’annule en 1 (théoreme

fondamental). En particulier F' est dérivable sur R (méme C*') et F' = f > 0. Donc F est strictement croissante
sur R .
Comme F'(1) = 0, on retrouve bien le signe de F' obtenu dans la question 1.
Méthode : encadrement. Attention comme le but est de faire tendre x vers 0, il faut prendre 0 < x < 1!
r<t<l=e*<el<e= i < et <4 ¢ et comme les bornes sont dans le mauvais sens :

L 1dt > F(z) > e [] 1dt. Douelnx>F()>elnx.
On en dedmt F( ) — —oo quand = — 0.

. Méthode 1 :

Comme F'(x) est défini via une intégrale, il faut aussi écrire Inz via une intégrale pour pouvoir les comparer :
F(z)—Inz = [/ e%dt — [ tdt =[] et;ldt. Comme pour x > 1, I'intérieur de 'intégrale est positif et les bornes
sont dans le bon sens, on a bien F(z) —Inz > 0.

D’ou F(z) > Inz, et par comparaison, F'(z) — 400 quand z — +oo0.

Méthode 2 :

poser g(z) = F(z) —In(z) sur [1,4o00[. Alors g est dérivable sur [1,
x > 1. Donc g est croissante sur [1,4o00[, et comme g(1) = F(1
F(z) —In(z) > 0. Conclure comme dans 'autre méthode.

+oo[ tg'(x) = f(z)— L = <L > 0 puisque
) = 0, on obtient g positive : Vz € [1,+o0],

Corrigé de l’exercice de révision 2 : Posons g : ¢t — W

1.

t — In(1 + t2) est continue sur R et ne s’annule pas sur R*, donc g est continue sur | — oo, 0[ et sur |0, +oc].
Par ailleurs, f(x) existe si g est continue sur [z, 2z].

Or pour tout z > 0, 2z > 0 donc [z, 2z] C]0,+oo[ done f(z) existe, et de méme pour tout z < 0, 2z < 0 donc
[x,22] C] — 00,0[ et f(x) existe. Donc f est bien définie sur R*.

De plus, ¥Vt € R*, 1 +t2 > 1 donc In(1+t?) >0 et g(t) >0 :

siz<2r<0<z on obtient par positivité de lintégrale que g(x) > 0.

siz>2z&a<0,ona f(z)=— [, g(t)dt <0.

. Vo € R*, —x € R* et avec le changement de variable C! y = —t, dy = —dt on obtient (ne pas oublier de changer

lesbornes:t——x:>y—xett:—2x:>y:2m):

—2z 2z
f=a) = [ mamdt = [ wartmn () = = 1wy dy = —f(@).
Donc f est impaire sur R*.

g étant continue sur l'intervalle R*, g admet une primitive G sur R%}. D’ou Vz € R, f(z) = [G(t)]2" =
G(2z) — G(x). Comme G est une primitive de g sur RY, par définition, G' est dérivable sur R} et G’ = g.
Donc par composée et somme, f est dérivable sur R* et Vo € RY, f'(r) = 2G'(2x) — G'(x) = 29(2x) — g(x) =
9 1 1 2In(14+2%)—In(1+42?) _ In((142)?)—In(1+422)

In(1+422) ~ In(1+z2) —  In(1+422)In(1+22) —  In(1+422) In(1+x2)
R* | et la dérivée [’ est identique. D’ou f est dérivable sur R*, et de dérivée ci-dessus.
Donc f/(z) > 0 < In((1+ 2%)?) > In(1 + 42?)
Sl+222+2>1+422 2 -222 >0 2222 -2) >0 22 > 0 2 €] — 00, —V2] U [V2, +0].
Point méthode : pour trouver une limite sur une intégrale, il faut procéder par encadrement de l'intégrale.
Soit £ > 0 : alors ¢ < 2z et ¥ <t < 2z = 2% < 1? < 422 :ln(l—l—m )<ln(1—|—t2) <In(1 + 42?)
N m < glt) < W N f2:c wdt < f t)dt < f 1n(1+z2)dt (bornes dans le bon sens)

. Le raisonnement est le méme sur l'intervalle

= ln(1+4x2)[] * < f( ) — 1n(1+m2)[ ] = 1n(1+4x2) = f( ) — 1n(1+z2)'

Or d’apres les croissances comparées, hrfoom = 400 car

1 x [N
=X —» +o0o d’ou par comparaison lim =
2Inz Z— 400 p p :I:H+oof( )

et par imparité, lim f(z)= —o0.
r—r— 00

T _ x _ x
In(14+422) = In(z2(4+1/22) = 2lnz+In(4+1/22) m—c;-oo

(Attention, pour trouver la limite en —oo sans passer par I'imparité, il fallait repartir du début, car votre enca-
drement n’est vrai que pour x > 0)

En 0T, Pencadrement reste vrai (puisqu’il est vrai pour tout z > 0) et L

x xr __— L 5
In(1+422) x:O 422 T 4z +o0. Donc

Tr—r+00
par comparaison, lim f(x) = +oo
z—0t

Par imparité, on trouve lim f(z) = —oo, donc f n’admet pas de limite en 0.
z—0~



Corrigé de ’exercice de révision 3

1. probleme du = dans l'intégrande, alors que dans les deux autres exercices, le = était seulement dans les bornes
de l'intégrale.

2. pour tout € R, ¢t — Va2 4+ t2 est continue sur R donc sur [0,z]. On en déduit que pour tout z € R, g(z)
existe : g est définie sur R.

3. Pour = # 0, g(z fo Va2, /14 (L£)2dt. Posons y = t/x < t = yx, chgt de variable C'. Alors dt = xdy et les

bornes deviennent : t =0=y=0ett =2 =y = 1. D’ou g(x fo V21 +y2ady = 2V fo V14 y2dy
= cx|x| avecc:fo V1 +y2dy.

Donc pour tout x # 0, g(x) = cx|z|, et comme g(0) = 0, cette relation est encore vraie pour z = 0.

4. Attention de ne pas reprendre I'expression initiale de g! Dans tout le reste de 'exercice, il faut utiliser la forme
trouvée au 3. et garder la lettre ¢ (qui cache une constante strictement positive).
x — x est continue et dérivable sur R, et x — |z| est continue sur R, dérivable sur R* donc par produit g est
continue sur R, et au moins dérivable sur R*.
Etude de la dérivabilité de g en 0, point en lequel les résultats de cours ne s’appliquent plus :

—g(0
9(x) = 9(0) = 9(@) = c|z] — 0 € R donc g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.
z—0 T z—0

5. Pour tout = € RY, g(x) = cx? d’'ott ¢'(z) = 2cx > 0 puisque ¢ > 0. Donc g est strictement croissante sur RT
avec g(0) =0 et hrf g(x) = 4o0.
T—r+00

Pour Pautre moitié¢ du tableau (sur R* ), soit on remarque que g est impaire, soit on passe par g(z) = —cx? d’ou
g (x)=—2cz>0carz<0etc>0..

Corrigé de ’exercice 1
a) t — sin(t) est continue sur R™, donc 'intégrale est impropre en +oo.

Soit A > 0. Alors fOA sin(t)dt = [~ cos(t)]s! = —cos(A) + 1, quantité qui n’a pas de limite quand A — 4oc0.
Donc l'intégrale f0+oo sin(t)dt diverge.

Pour les autres exemples, je marque juste I’étape du crochet 4 limite + ccl

b) [{ LIn(u)du = [3(Inw)?y = LIn(z)> — 400 donc lintégrale diverge.

T—+00

[N

) fOA tan(z)dr = fA sin(2) 72 (on remarque en gros la forme % A la constante pres )

cos(x)
=[—1In| cos(m)\]g‘ = —In(cos(A)) + In(cos0) (car le cos est positif sur I'intervalle considéré) = — In(cos(A)) T oo,
AsT
car cos(A) Py cos(%) = 0 par continuité du cosinus.
-3
Donc l'intégrale diverge.
1 1 o _ _1_1 11 1 .

4 fy (t2+2 zdt = 5 [y (t2 ydt = 5[_(t2+2)]0 = 371 T 2072 et 1€ R donc Tintégrale fo t2+2)2dt

converge et vaut fo (GEE +2) dt
— A1 A_ :

fl P $+1)da§ L n I_de = [In(|z]) = In(Jz + 1))} =In(A) — In(A + 1) + In(2) P FI! donc on poursuit

le calcul
1
ln(AJrl) +1n(2) = ln(1+1/A) +1n(2) —+> In(2) car 74 A—>—+>oc 1.

Donc l'intégrale f;r w(mﬂ)dx converge et vaut : f = $+1)dx =1In(2).

f) t— 0 " est continue sur 10, +o0o[ donc 'intégrale est impropre en 0 et en +oo.
Comme on reconnait une primitive, on peut tout faire d’un coup en posant 2 lettres. (Autrement dit, il est inutile de
ve 42 . 5. . 1 . +oco
couper l'intégrale en 2 parties et d’étudier fo ... puis fl
Posons %< A< B.
Alors [ e Vtdt =[e7 VB =e VB —eV/4 5 1-0=1car —% a7 Oet —& — —o0.

B—+o0 B g i A Ao+
A—0T
Donc l'intégrale f0+°° &e 1/tdt converge et vaut : f0+°° HeMtdt =1
gt g _&tQ est continue sur R =] — 0o, +00[ donc intégrale impropre en —oo et +00. Comme on reconnait une

primitive, on pose 2 lettres : soit A < B.

B 1 _ B _ ™ Ty
Alors [, 13 dt = [arctan(t)]§ = arctan(B) — arctan(A) Fawdt e (=%) =m.
A——o0



h)** difficile du fait du parametre (3.

1 1 1
)P =X i) = z(lnt)_'@ donc de la forme u/u®, avec o # —1.
1

Avec 1 < A< B, ff Hint

it = [ )™ 5 = o (@ — )
Or 8 —1> 0 puisque 3 > 1 d’ott In(B)#~! —> +00 et In(A)P~1 — 0t

A—1t

Finalement, on trouve f A TDP t Fdt —> ~+o00. Doncllntegrale diverge.
OO
A—>1

i) Ici, le calcul de primitive se fait plutot bien ... mais le passage a la limite est plus technique (car FI).

Soit 0 < A < B. Alors [y = \/Zlﬁda: =2y -2z + 1) =2V/B-2V/B+1— (2VA-2J/A+1).
FI 0o — 0o quand B — +o0. 11 faut poursuivre le calcul.
oo VB—VB+1=+vVB—,/B(l+%)=vVB(1—,/1+%)=—-VB(4/1+%—1) e —VBil = %\/E’ d’apres
I’équivalent usuel avec % — O (rappel : vV1+u—1 ~ %)

B—+4oc0

7—0
dot vVB—-+vVB+1 b O
Finalement ff % — mdaz — 0+ 2=2. Conclure!

— 400
A—>0

Corrigé de I’exercice 2

METHODE : si on ne voit pas ”tout de suite” le critere que 1’on va utiliser :

1. commencer par justifier la continuité pour bien identifier le probleme

2. chercher alors un équivalent de l'intérieur au point & probleme, pour SIMPLIFIER l'intérieur.

3. si, cela ne suffit pas, se ramener alors a une intégrale de Riemann via la négligeabilité (marche dans au moins 4 cas
sur 5!) comme suit :

Pour de la convergence en +0o, essayer t%

Pour de la convergence en 0, essayer %

(a)t — %nt est continue sur |0, 1] et se prolonge par continuité en 0 puisque % Y 1 € R donc l'intégrale est
—

faussement impropre (et converge).

(b) tn—>

Oren0, & t ~ ; (équivalent usuel). Comme fol %dt diverge (Riemann o = 1), d’aprés le critere d’équivalence pour les
fonctions continues et positives, I'intégrale fol

. . e x iz L
e t ebt continue et positive sur |0, 7], donc I'intégrale est impropre en 0.

Si; -dt diverge donc l'intégrale fo dt diverge.

sin t

Inz Inz 1 :
(c) En +oo, Tte ~ - = 5 pour x > e. Divergence.
(d) En +o0, \S‘“’\ < -7 donc critere de comparaison pour obtenir la cv absolue, ce qui implique la convergence.

(e) en +o0, e~ V® = o(75). Convergence.

(f) Intégrale doublement impropre. En 0 : y — %= se prolonge par continuité puisque ;yl —6 0
Yy—r
En 1 : chgt de variable x = y — 1. Alors % = (1 T —> 1 € R donc se prolonge encore par continuité.

(g) On connalt une primitive du In, donc calcul direct possible (poser une lettre). Ou alors montrer qu'en 0 :
In(z) = 0( —) puisque \/zlnx — 0 (cromsanceb comparées). Convergence.
T—r

(h) Attention, ne pas utiliser de linéarité! (ici chaque morceau diverge grossiérement).
En +oo, In(14+u) —Inu=In(1+1)~Lcar L — 0. Divergence.
u—r—+oo

(i) Doublement impropre et intérieur négatif. En 0, |1n(\1/fz)| ES = = 1 - donc intégrale [, 1/2 n(‘fx) dx absolument
convergente donc convergente.

En 1, prolongement par continuité donc intégrale faussement impropre et f11/2 %dm converge.

j) Intégrale doublement impropre. Soit par I'astuce : —1— = - — L puis calcul direct (poser deux lettres.).
z(z—1) z—1 T

Soit couper l'intégrale en 2 et remarquer qu’en 0, w(+71) ~ %w donc divergence. (passer par —ﬁ, pour avoir la
positivité de l'intérieur, puis la linéarité pour conclure. Ici la cv absolue ne marche pas, puisque ce n’est pas parce que
lintégrale ne converge pas absolument qu’elle diverge ....).




Corrigé de 1’exercice 3

méthode : ”Cv et calcul” donc comme pas de primitive usuelle, on essaie 'IPP ...

1. Intégrale impropre en +oo car I'intégrande est continue sur [1, 4+o0].
On pose u = Int, v/ = t12, alors v/ = l et v = —l De plus, u et v sont de classe C* sur [1, +o0].

D’ol, pour 4 > 1, fAlntdt [—11n +fA1dt —nA g _nd A+1Aj+>ooleR
Donc l'intégrale fl > tdt converge, et f+oo ntdae=1.
1

Remarque : ici, on aurait aussi pu faire le changement de variable : z = 3.

2. Soit a > —1.
t — t*Int est continue sur |0, 1], donc l'intégrale est impropre en 0.
IPP : on pose u = Int, v/ = ¢, alors v/ = 1 et v = —5¢"! car o # —1, (u,v) de classe C! sur ]0,1].

oc+1
D’ol, pour 0 < z < 1, f; t*Intdt = [y | st Ing]l + fm Sgtedt = 0 — e ng — ()2t =
ai_l r*ng — ((1%_1)2[1 — gt - 7(04—1&-1) eR (crmssances comparées pour le ler terme, avec a+ 1 > 0).

Donc l'intégrale fo t®Intdt converge, et fol t*Intdt = _(%4-1)2
(ne pas étre surpris par un résultat négatif, car pour t €]0,1], t*Int < 0)

Corrigé de ’exercice 4
rédaction vue en classe donc je donne simplement les nouvelles intégrales : il reste a les calculer. Ne pas oublier la
continuité en premiére étape pour identifier 1a ot les intégrales sont impropres!!

- +00 Int _ [t —lny
1. (a) cv car 1+t2 o(t3/2) puis [y TEdt = [ 7 dy.

(b) fj;f t=¢' 4t a méme nature que fOJr *ue~"du : IPP a faire sur cette derniére intégrale tronquée pour obt cv
et calcul (ou pour la cv dire que ue " = 0( L) ou ue " = o(e=%/?)).

(c) cv ok car en 0 ﬁ ~ ﬁ, puis [ = fo H—ldt =[2In(t+ 1))}

(d) cv ok car en +oo0, (tt;iﬂ" ~ 5.
Calcul un peu plus lourd sur les puissances : soyez précautionneux ! ! f+oo (*tniQ dt = fol(l—y)”dy = [ =

2. intégrale non impropre!!! pas de difficulté : pour le calcul n’oubliez pas l’astuce revue exo 1. (e)

Corrigé de ’exercice 5
La fonction z +— (zlnx)™ est continue sur ]0,1] et se prolonge par continuité en 0 (avec la valeur 0 si n € N* par
croissances comparées et avec la valeur 1 si n = 0) donc I existe bien.

Ecrire I,, = fo (Inz)"dz et faire 'IPP sur lintégrale tronquée avant de passer & la limite : on trouve I, =

0— -2 [l zn(Inz)" dw.

On ;;&I‘I‘glt bien sir refaire une IPP et itérer ainsi le raisonnement.

Variante : posons Jy, , = fo "(In(z))*dz alors en refaisant 'TPP précédente on obtient J,, , = —
tout k) d’ou Jy, n, = fmJnyn 1

= () (2 s = e = (22 (=25 (— 7)o = (—1) by

Or (calcul a faire), J,, o = +1 d’ou le résultat.

—nil JInk—1 (vraie pour
n

Corrigé de I’exercice 6 :

1. f est définie sur R, donc pour tout z € R, —z € R et

e 1 1 1 (e%)? a a®> 1 b
— =V = — = — ﬁ't72:ftf:7_
f(==) (1+e=)2 et (6“;1'1 )2 e (e 4 1)2 (en effe (b) b2 € % a)
D’ou apres simplification, f(—x) = (eivew = f(x).

Donc f est paire sur R.

2. f est continue sur R donc l'intégrale est impropre en +o0. De plus, on reconnait en gros la forme 7>
Posons A > 0.

1 1 1 1
Alors fOA

e

et = e s
+et)2 | 1+et 1+ed +2A—>+002

s dt converge et vaut fo (1_f;t)2dt = %

it =-

Donc l'intégrale fo 1+e

3. Comme f est paire sur R, et que I’ mtegrale fo a +et)2 dt converge, alors (cf dernier th du chapitre) 'intégrale

+ t
e (1+et)2 dt converge et vaut f EE ,)2 Qf adt =1.



Fin du corrigé de ’exercice 8

4. On a : pour tout = € [0,1], > 2. Or pour tout réel ¢, |sint| € [0, 1] d’ont = (sint)?.
Formule de trigo : cos(2t) = cos(t + t) = cos?(t) — S1n2( t) =1 — 2sin*(t) d’ou blnz( t) = 1(1 — cos(2t)).

5. Dot |#2] > ;1

I'intégrale fl %dt dlverge. Donc par linéarité, 'intégrale

COE(%) . Or I'intégrale f1+°° Mdt converge d’apres 3., et (intégrale de Riemann avec o = 1),
11 cos(2t)

T -

o0 | sint

)dt diverge et d’apres le critere par

comparaison des intégrales positives, on en déduit que l'intégrale

|dt diverge.

Autrement dit, I'intégrale f;roo Si;”5dt converge (question 2.) mais ne converge pas absolument.

Corrigé de ’exercice 11

. 1
Posons f,, : t — T

1. Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 1] donc w,, existe.
fo 2+tdt In(2 +#)]§ =In(3) — In(2) et u; = fol ﬁdt = %[ln(l +2t)5 =1 5 In(3).

e 1 1 144" —(14t4t" 1!
2. Pour tout n € N, par linéarité de l'intégrale, uy,4+1 — up = fo 1+t-',}t"+1 — 1+t+tn dt = o (1++t++t"+(1)?14tt+t"§d =
tn_tn+1) (1_t)t'" (1—1‘,)tn

fo (1+t+tn+1)(1+t+tn)dt = fo (1+t+t"+1)(1+t+t")dt' Or pour tout ¢ € [0,1], GEe S 0 donc par
positivité de I'intégrale, comme les bornes sont dans le bon sens, w1 — u, > 0.
Donc la suite (u,,) est croissante. Il reste a la majorer pour conclure quant a la convergence.

Soit n € N. Or pour tout ¢ € [0, 1], ﬁ < 1 ou prendre ﬁ < %th ou .... d’ou par croissance de l'intégrale,

comme 0 < 1, u,, < fol ldt=[t]{ =1 (ou u, < fol dt = [In(1 + 1)} = In(2) ...)
Donc la suite (uy,), croissante et majorée par 1 (ou In(2) ...) converge.

3. (a) On sait trouver des encadrements sur des intégrales : le probleme c’est qu’au milieu on a In(2)-intégrale.

Idée : on écrit In(2) comme une intégrale : In(2 fo T +tdt Alors
1 1 n . o
n(2) —un = [y 5 — T dt = [y mdt. Il reste & encadrer cette intégrale.

Or pour t € [0,1], (1 4+¢t)(1+¢+t") > 1x1=1 donc comme " > 0, on obtient : 0 < m <t 1l
reste & intégrer : 0 < In(2) — u, < fol tndt = A5G =
(b) Théoréme d’encadrement : In(2) —u,, — O d ouu, — In(2).
n—-+o0o n—-+oo
4. (a) Pour tout n > 2, 14+¢ = o(t") (attention serait faux sin =1 oun = 0!) donc 1+t +t" ~ ™ et 1+t+t" ~ A

Comme de plus f1+°° t%dt converge pour n > 2 (Riemann), d’apres le critere d’équivalence pour les fonctions
continues et positives (& vérifier), 'intégrale v,, converge bien pour n > 2.

(b) Encadrons U'intégrande : t > 1 = 1+t +t" > 1" =0 < 1+t+f" < & =t7". Par croissance de I'intégrale (les

bornes sont dans le bon sens, et toutes les intégrales en jeu convergent) : |0 < v, < +°Ot ndt

Réaliser que la propriété de croissance reste vraie pour les intégrales convergentes.

’ il est donc inutile de tronquer l'intégrale au moment de passer a l’intégrale ‘

N N ez . . A, _ —n+1 1 1
Il reste & calculer cette derniére intégrale : soit A > 1. [[" ¢~ "dt = n+1 [ttt = 7T (= — 1] A_>—+>Oo
__"1+1 =L puisque n > 1 donc A1 P +o0.
Donc f toopngt = 1 7 et encadrement encadré ci-dessus donne bien : 0 < v, < 71.
Conclusion : theoreme d encadrement v, —> 0, d’ou par somme u,, +v, — In(2).
n—+ n—-+oo
. . —+00
1 = In(2).
On obtient i Jo  falt)dt =1n(2)
Corrigé de ’exercice 14
1. Soit « > 0, alors t — :ﬁ; est continue sur ]0, +00[ donc l'intégrale est doublement impropre.
Or en +oo, 11_1;52 =o(p —&=) donc cv (bien rédiger le critere de négligeabilité avec tous les arguments!).
En 0 Ilittz LIn(t) et cette intégrale est bien convergente en effet : fA Intdt = [tInt — ], = —1 — Aln(A) =
—1 € R par croissances comparées.
Donc l'intégrale converge bien, et f(z) existe bien.
2. f est définie en 0 si I'intégrale fo 1“tdt converge.
Elle est doublement impropre.
Or en 0, cette intégrale diverge : en effet, on peut montrer que pour tout ¢ < e~ !, _t1§t > % et U'intégrale de

Riemann fo =dt dlverge

Ou remarquer que en 0 1 7 =o0(= ln ) (faire le quotient) donc comme l'intégrale fo Ldt diverge, I'autre aussi..
attention, si vous aviez mis des Valeurs absolues : ne pas dire elle dv en valeurs absolues donc elle dlverge”
(faux !cf exo 8) il fallait remarquer que le signe était constant donc la valeur absolue revient & 'opposé et donc
par linéarité ..... ok




3. c’est lexercice 4. 1. (a) fait en classe

Corrigé de ’exercice 15

1. Soit 2 > 0. Montrons que f(x) existe, cad que I'intégrale f;oo %tdt converge.
—t
Or comme z > 0, t = %~ est continue sur [z, +-00o[ donc I'intégrale n’est impropre qu’en +oo.
De plus, en +oo, % = 0( %), les intégrandes sont positifs et I'intégrale de référence fo e~ tdt converge donc
Iintégrale f;oo e~tdt converge, et d’apres le critére par comparaison pour les intégrales de fonctions positives,
5o 42 +00 ot
I'intégrale fx &—dt converge.

2. Soit x > 0. t — % est continue sur R, donc y admet une primitive : soit /' I'une d’entre elle. Alors (par

) Iy _ . X L_t _ . X _ . - o
définition de la convergence), f(z) = XLHEOO Jo &-dt XE)IEOO[F(t)]x XLHEOCF(X) F(x) = ¢— F(x) avec
c= Xlim F(X) € R (puisque 'intégrale converge, la limite est un réel!).
— o0
Comme F est continue, dérivable (méme C') sur R, on en déduit que f est continue, dérivable sur R¥.

et f/(x)=0—F'(x) = —%w < 0 donc f strictement décroissante sur R, ce qui ne doit pas surprendre vu que f
est le reste de 'aire sous la courbe ...

Variante :

Comme l'intégrale 1+°o e dt converge, d’apreés la relation de chasles : f(z) = f+oo Gy 7 f dt = cste—F(x)

ol (théoreme fondamental) F est I'unique primitive qui s’annule en 1 .....

3. Prolongement par continuité en 0 :

f se prolonge par continuité en 0 si f admet une limite finie quand = — 0, donc si I'intégrale f0+°o g dt converge.

Or en 0, e;t tNO , tout est positif, et I'intégrale de Riemann fo Lat diverge donc l'intégrale fo et diverge
—

e e Lt diverge. f ne se prolonge pas par continuité en 0.

donc l'intégrale |,
Sinon, faire un encadrement (comme dans tous les problémes de limite) mais ici les encadrements ” classiques”
ne marchent pas car en partant de t < x, on a une inégalité dans le mauvais sens .... ou alors une intégrale
divergente en 400 (donc on ne peut pas intégrer).La solution consiste a couper U'intégrale, pour n’étudier que
iii% fwl %dt. En effet, cela revient bien au méme car par relation de Chasles, f(z) = f(1) + f; e%tdt. Et ainsi,

on évite le "double probléme” puisqu’on n’a plus la borne +o0.
Bref, encadrement de fxl ?dt :pour tout t € [z,1], 7% < e~ ! < e ! et commet >0, ¢
par croissance de I’ intégrale avec T < 1, et apres calcul de I’ intégrale

“Zln(x) > fl gt < —elln(x ). D’olt par comparaison, f dt — oo, et par suite f(z) — +oo. Ouf!

z—0

4.t>1:>0< <l1=0<< <etcaret>0.

Par croissance de I’ 1ntegrale (les bornes sont dans le bon sens), et pour tout > 1, 0 < f+oo eldt < f
Il reste a calculer cette derniere intégrale :

+o0 _tdt

soit X > 0. Alorsf etdt=]-e X =eT—e X — 7@ douf+°° e~tdt = e ".
X —=+o00
On obtient : Vo > 1, 0 < f(x) < e~*. Théoreme d’encadrement : f(x) - 0.
Tr—r+00
. _ : A -t —t A -t
5. Soit A > x. Alors en posant u = 1 et v’ =e t u,v Ct tbur [z, +0o[, on obtient [ ¢—dt = [-<~]4 — [© <-dt.
D’oti, (A — +o00, tout converge) flx) =& — f+oo L

e~ 2

) car alors, on obtient bien f(z) ~ .
z—+oo T

Il reste & montrer que f+oo eldt = 0(
Or pour tout t>x,0< 5% - < &y " doit (toutes les intégrales sont convergentes, par ce qui précede)
0< [Feelar< [Foe] i 1 % etdt = Le* (calcul déja fait).

Comme en +00o, mlg = 0(_}6), on obtlent bien la négligeabilité voulue.

Corrigé de ’exercice 16
1. Soit x > 1. On aque f:t+— \/7 est continue sur |1, z] donc l'intégrale F'(x) est impropre en 1. Il faut donc

montrer la cv de cette mtegrale pour obtenir 1 ex1stence de F(z).
Or pour t > 1, \/t37 NS 1+t+t2 Kod) 2 o= 1)1/2 intégrande d’une intégrale de Riemann généralisée qui

converge car 5 < 1.

2. Attention, le théoreme fondamental ne peut pas s’appliquer tel quel, car I'intégrande n’est pas continu sur
[1, 400
Soit on reproduit le schéma de I’exo 15 : par continuité de f sur ]1,+oo][, on peut prendre g une primitive de f



sur |1, +oo[. Alors comme 'intégrale converge, on a pour tout = > 1,

BT T 9 T _ 1: . _ T _ . . e 42 .
F(x) = /%gnl [ f(t)dt = }‘1211 [g(D)]% = }llinl(g(x) g(4)) = g(z) }‘1211 g(A) = g(x) — ¢ puisque l'intégrale étant
convergente, on sait que cette limite est finie.
Donc par somme d’une constante et d’une fonction dérivable sur |1, +o0o[, F est dérivable sur |1, +oo] et F'(z) =
g (z)—0=f(z) = \/9;7_1

Soit écrire par relation de Chasles (possible puisque 'intégrale cv), F(x) = f12 f(t)dt + [, f(t)dt. La premicre
intégrale est une constante, et pour la deuxiéme on peut appliquer le th fondamental sur |1, +oo].

. Etudier la limite de F' en +oo revient (par définition!) & étudier la cv de 'intégrale f1+oo \/t;ffldt.
¢

Or en +oo, \/% ~ ot = % intégrande d’une intégrale de Riemann divergente.

Donc I'intégrale [ 1+°O \/t};’ildt diverge, et comme c’est 'intégrale d’une fonction positive, on en déduit liril F(z) =
- Tr—r+00

+o0 (cf cours section 3.1.)



