Quelques Corrigés d’Exercices de la feuille : Variables a densité

Corrigé de l’exercice 1 :
Les propriétés & montrer sont (cf cadre correspondant de la page 1 du poly) : f est positive sur R, f est continue sur
R sauf en un nombre fini de points, et 'intégrale fjooj f(t)dt converge et vaut 1.
Sur le premier exemple cela donne :

— f1 est nulle donc positive en-dehors de [0, 7] et pour tout = € [0, §], fi(x) = cos(xz) > 0 donc f; est positive

s

sur R.

— Sur [0, 3], fr: x> COb( ) est continue, et ailleurs, f; est constante nulle donc continue. Donc f; est continue

s

sauf peut-étre en 0 et 5 points de raccord. (en fait elle n’est pas continue en 0, et elle est continue en 7, mais

peu importe!)

— f1 est continue sur le segment [0, ] et nulle en-dehors donc I'intégrale fj;o f(®)dt converge (**) et vaut :

[T fydt = [F f(6)dt = [F cos(t)dt = [sin(t)]§ = 1.
Justification de (**) : en effet, vu la nullité de f en-dehors de [0, ], on sait que les intégrales fi)oo f(t)dt et

f;oo f(t)dt convergent et valent 0, et sur le segment [0, 7], I'intégrale existe bien par continuité de f, donc
converge.

Conclure : f; est bien une densité de probabilité. En notant X une variable de densité f1, on a presque strement

X(©)

(0.3

Pour le dernier point (cv de l'intégrale) dans les autres énoncés :
— pour fs, méme esprit avec un découpage en plus (Attention, faux probleme en 0, & justifier).

On aura presque strement X () = [—1, 1]
pour f3 : remarquer que f3 est paire, donc il suffit de regarder la convergence et la valeur de fo fa(t)dt.

Or f3 est nulle sur [0, 1] donc 1’1ntegraie fo t)dt converge et vaut 0. Puis sur [1,+oo[ : posons A > 1. Alors
A A

S @t = |t1|3dt i wdt =[5t **§ﬁ+§Ajoo 3

Donc 'intégrale fl 3(t)dt converge et vaut [ fa(t)dt =

Donc 'intégrale fo 3(t)dt converge et vaut fo fa(t )dt = 0 +1

Donc par parité de f3, fj;o f3(t)dt converge et vaut f f3(t )dt =2x %=1
On aura X () =] — oo, —1] U [1, +o0].
pour f4 on connait une primitive. On pose A< B :

_ 1 B __ 1 1
alors [ fa(t)dt = [ et+1)2dt =lenla=-wntam o ek
A——o00

Donc 'intégrale fjoooo fa(t)dt converge et vaut f fa(t)dt = 1.
On aura presque siirement X (Q2) = R.

Corrigé de ’exercice 2 :

1.

f doit étre positive sur R, donc il faut que a > 0. Pour tout a € R, f est continue sur R. Enfin, il faut étudier
l'intégrale ft)oj f(t)dt. On reconnait une primitive : posons A < B.
Alors fA Prdt = alarctan(t )JAP = a(arctan(B) — arctan(A)) — a(3 — (—%)) = am. Donc lintégrale
E—H—oo
——00

converge et fjoooo ft)dt = anm.
Conclusion, f est une densité de probabilité ssi a = % Alors presque sturement X (Q) = R.

. Comme presque stirement X (2) = R, il faut regarder la convergence absolue de 'intégrale fjoo: xf(x)dx

. 4, . =+ . , . LR
a%. Comme l'intégrale de Riemann fl > %dm diverge, on en déduit par critere

Or zf(z) = a1

d’équivalence (les deux intégrandes en jeu sont bien continus et positifs) que 'intégrale f1+oo zf(x)dx diverge,

a:%mjroo
donc l'intégrale fj:; zf(x)dx diverge. X n’admet donc pas d’espérance.

Pour tout 2 € R, F(x) = [* _ f(t)dt = a [*  #gdt = aAhm [y mgdt = a lim [arctan(t)]% = a(arctan(x)—
——00
(=%)) = %arctan(x) + 3.

Corrigé de ’exercice 3 :



1.

f est positive sur R ssi a > 0; et pour tout a € R, f est continue sur | — 0o, 1] et sur [1, +oo[, donc continue
sur R sauf peut-étre en 1.

Etude de f+;o f(x)dx : comme f est nulle sur | — oo, 1], f_loo f(x)dx converge et vaut 0.

Etude de +oo f(z)dz, impropre en +00. On pose A > 1.

Alors fl x)dr = af x73/2dx = a[% 11//22
et vaut 2a.

Finalement, 'intégrale fj;o f(x)dx converge et vaut fj;o f(z)dz =0+ 2a = 2a.

14 —2a(7 —1) — 2a. Donc l'intégrale fl (z)dz converge

A—+oo

On en déduit que f est une densité ssi a = 5. Alors presque strement X () = [1, +oo|.
Pour tout z € R, F(z) = [*_ f(t)

Siz<1, F(x) = ffoo Odt =0etsiz>1, F(z)= f_1000dt+af1$t_3/2dt =0+ a[
0 siz <1

l- o siz>1

Comme f est nulle en—dehors de [1, 400, il suffit de montrer que f1+°° xf(z)dx diverge.

Finalement, F(z) = {

Or pour z > 1, af(z) = 2 f’ et 'intégrale de Riemann fl 11/2 dz diverge (% < 1). Donc par linéarité, on

obtient la divergence de fl xf(x)dx donc a fortiori de fj;: 2 f(x)dx. Donc X n’admet pas d’espérance.

Corrigé de I’exercice 4 :

1.

Sur | — 00,0, f: 2 — e” donc f est positive et continue, et sur [0, +oo[ f est constante nulle donc est positive
et continue.
Donc f est positive sur R, et f est continue sur R sauf peut-étre en 0. Enfin, +°O f(t)dt converge et vaut 0, et

sur | — 00,0}, f se prolonge par continuite en 0, donc Imtegrale est faussement impropre en 0 (ou poser deux
lettres!) : Soit A < 0. Alors fg f(t)d fO eldt = =1-et Lo LER
— 00

Donc l'intégrale f_ooo f(t)dt converge et vaut 1, donc l'intégrale f_;o f(t)dt converge et vaut 0+1=1. Conclure
et remarquer presque stirement X () =] — oo, 0.

Soit z € R, F(z) = [*__ f(t)dt. Probléme : pour remplacer f(t), il faut savoir ott est ¢ (si ¢t > 0 ou t < 0), donc
il faut savoir ol est z!
Pour 2 < 0 : alors Vt €] — 00, ], t €] — 00,0[ d’out F(:z:) = [ _eldt = Alim [e']% = e”.

——00

Puis pour x > 0, d’apres la relation de Chasles, F(x f fo)dt+ [ f(t)dt = fi)oo eldt + [; 0dt =1+0
d’apres la question 1.

. et six <0
Finalement, F'(z) = 1 siz>0
Conseil : vérifier rapidement que votre F' trouvé est bien continue sur au(x) point(s) de raccord, et que les

limites en —oo et 400 sont les bonnes . En général, cela suffit & détecter vos erreurs!

L’intégrale fOJrOO xf(z)dr converge absolument et est nulle.

Il reste donc & étudier la cv absolue de 'intégrale LOOO zf(x)dx. Or pour tout = €] — c0,0[, zf(z) < 0, donc
par linéarité, la convergence absolue revient a la convergence. Posons A < 0 : pour les mémes raisons qu’au
1., lintégrale est faussement impropre en 0 (sinon poser une 2e lettre). f/g xf(z)dr = fj ze®dx. IPP : poser
u(z) =z, donc v/ (z) = 1 et v'(z) = €* d’ott v(x) = €%, avec u et v de classe C! sur R.

D’ou fg zf(z)dz = [xe®] — 0 ePdr = —Ae? — (1 —et) = -1+ e — Ae? P —1 € R. Donc X admet une
——00
espérance et E(X) = —1 (le —1 ne doit pas vous surprendre puisque X () =] — oo, 0[!!).
.(a) On commence par déterminer que presque stirement Y (Q2) =] — oo, 1[.

Puis pour tout z € R,
Glz)=PY <z)=P2X+1<z)= P(X < £=1) puisque 2 > 0
:F(mgl):{ e T s%%j<0 :{ e T S}{,C<1
1 si mT >0 1 sixz>1
(b) On sait déja que G est une fonction de répartition (puisque c’est la fct de répartition de la variable aléatoire
Y) : donc ne pas utiliser I’énorme cadre du haut de la page 2!! On veut juste vérifier que Y est bien une
variable & densité : c¢’est donc le ler cadre du chapitre.
Il faut montrer que G est continue sur R et C! sur R sauf en un nombre fini de points.
Or vu 'accolade, et les fonctions usuelles qui apparaissent, on sait déja que G est continue et C! sur | — oo, 1|
et sur [1,+oo[. Donc G est C! sur R sauf peut-étre en 1.
Il reste la continuité de G en 1 (on pourrait méme dire & gauche en 1); or G(1) = 1 (il faut utiliser la 2e




ligne) et pour x > 1, G(z) = 1 — 1=G(Q) et pour z < 1, G(x) = e =l =1= G(1) par
x—1 r—1—
continuité de I’exponentielle. Donc G est continue en 1, et par suite sur R.

On en déduit que Y est une variable & densité (I’an prochain, pour une transformation affine comme celle-la,
vous pourrez utiliser un résultat de cours).
1 z=1 .
. = 1
Une densité de Y est : f(z) =4 2¢° ST<
ne densité de Y est : f(z) { F <inon
(¢) presque stirement Z(2) =]0,+oo] donc si <0, Fz(x) = P(Z <z)=0etsiz >0, Fz(x) = P(Z <z) =
P(X? <) = P(—yz < X < /) (puisque z > 0) = P(X < /z) - P(X < —VX) = F(\z) - F(-/x)
(d’apres le 3e cadre du poly). Il reste & remplacer & l'aide de la question 2. : comme /z > 0, F(y/z) =1 et
comme —/z < 0, F(—/Z) = e~ V*. Finalement, Fy(z) =1 — e V=,
. 0 siz <0
On obtient Fz(z) = { L— Ve siz>0
Il reste & montrer que Fy est continue sur R tout entier, et C! sauf peut-étre en 0 (laissé en exo). Une
0 sixzx <0
ﬁe*ﬁ siz >0

a

densité de Z est : fz(x) =

Corrigé de I’exercice 5 :

10 sinon

o) = { In(z) sizell, ¢

1. Vz > 1, In(z) > 0, donc f est positive sur R. De plus, f est continue car nulle sur | — oo, 1] et Je, +00] et continue
comme fonction usuelle (In) sur [1,¢].

De plus, comme f est nulle en-dehors du segment [1, e], et continue sur le segment [1, €], U'intégrale fj;o f(x)dx
converge et vaut fj;o f(@)dz = [{Inzdz = [xInz — z]{ =eln(e) —e— (0— 1) = 1.
f est bien la densité d’une variable aléatoire, que 'on notera X. On remarque que X () = [1,¢]
2. Pour tout # € R, F(z) = [*_ f(t)dL.
Donc si z < 1, F(z) = [*__ 0dt =0.
Size(le, Flz) = f_loo fydt+ [ f(t)dt =0+ [tlnt — t]f = xlnaz —x + 1, et enfin, si > e, F(z) = 1.

0 siz <1
Finalement, F(z) =< zlnz—z+1 sil<z<e
1 siz>e
3. Comme X est presque sirement bornée, X admet une espérance et E(X) = [ zlnzdr = [%2 Inz§ — 3 [ zdx

par IPP
(W =xz,et v=Inz dotu= “”2—2 et v/ =1, w, v de classe C! sur [1,€])
don E(X) =% — ;[2%]f = 3 + 1.
4. On pose Y =1In X (bien définie vu X(Q2) C RY).
Le but est de montrer que Y est une variable a densité, et de trouver une densité de Y.
(a) Remarquer que presque siirement Y () = In([1, e]) = [0, 1].
Pour tout z € R, G(z) = P(Y < z) = P(In(X) < z) = P(X < ¢€”) = F(e”). (Si on demande explicitement
G, il faut encore remplacer F' par son expression : on trouve

0 sie? <1 0 siz <0
Gx)=1{ €e"Ine*—e"+1 sil<e®*<e =< ze®—e+1 si0<zx<1
1 sie” >e 1 sixz>1

(b) Comme X est une variable & densité, F est continue sur R, et C! sauf peut-étre ici en 1 et e. Donc par
composée avec I'exponentielle, G est continue sur R et C' sauf éventuellement en deux points (In(1) = 0 et
In(e) = 1). Donc Y est une variable & densité et une densité est :

o(z) = { e® + ze® —e® = xe® siz€0,1]
0 sinon
Si vous n’aviez pas exprimé G, il fallait dériver la relation de composée : G(z) = F(e®). D’ou,
 wer ey | €"In(e®) sie® €[lye] [ ze® size(0,1]
g(w) = € f(e) = { 0 sinon o { 0 sinon

Corrigé de ’exercice 6 :

1. Pour tout € [—1In(2),In(2)], f(z) = e~!*l >0, et f est nulle donc positive en-dehors. De plus, comme x + |z
est continue sur R, f est continue sur [—In(2),1n(2)], et par suite f est continue sur R sauf peut-étre en — In(2)
et In(2).

Enfin, il reste a étudier fj;: f(t)dt. Pour simplifier la rédaction, on peut réaliser que f est paire sur R,



donc il suffit d’étudier f t)dt. Or f est continue sur le segment [0,In(2)] et nulle sur |In(2), +oo|, donc
lintégrale fo )dt ex1ste et vaut f "@) r)dt = foln(2) e ltldt = foln(2) e~tdt = [—e "M@ = —e~1®@ 41 =
—e(1/2) 11 = —5 +1= 2. On en déduit bien par parité de f, que 'intégrale f_;o f(t)dt converge et vaut
2 x £ = 1. Ccl et remarquer que X () = [~ In(2), + In(2)].

2. Pour tout x € R, F(x f f(t)dt. Probleme pour remplacer f(t), car selon ¢, on ne prend pas la méme
expression ! il faut donc dlstlnguer des cas.
Posons x < —In(2) : alors pour tout ¢t €] — oo, x], t < —In(2) donc f(t) = 0. Donc dans ce cas , F(z) =
5 f@)dt = [T 0dt=0.
Posons alors # € [—1n(2),In(2)] : attention, cela ne veut pas dire que pour tout t €] — oo, ], f(t) = e~ ItI111l
faut couper l'intégrale.
D’apres la relation de Chasles, F(z) = [*_ f(t) f:olon(z) f(t)dt—i—ffln@) tydt = [~ n(2) Odt+ [ 2 € —lta =
0+ f " in(2) © —Itldt. 11 reste un probleme, car il faut enlever la valeur absolue pour pouvoir connaitre une primi-
tive. Il faut donc encore plus découper :
Posons z € [—1In(2),0]. Alors d’apres le calcul précédent F(z) = [* n(@) € “ltat = ffln@) eldt = [e']” 1,9y =

T _xfln(2) — T _ 1
5
Posons maintenant = € [0,In(2)], alors F(z) = [, @ € “ltlat ==

€
0

—1n(2) e ldt + Jo e dt = 5 + Jo etat
(la valeur de la premiere intégrale s obtlent par parité, vu la question 1 et les calculs faits & ce moment). d’olt
Fla)=g+[-efg=5-¢"

Dernier cas (ouf!) : posons z > In(2). Alors f(z) = [*__ f(t)dt = [ Rl dt—l—flnl(f()g dt—i—flim f(tdt =
0+ 14 [ 0dt=1+0=1.

0 siz < —1In(2)
T 1 :
L _ ) ef—5 si —In(2)<x<0
Conclusions : F(z) 8¢t §0<a<n()
1 si z > In(2)
3. presque stirement X (Q) = [—In(2),1n(2)] donc X est presque siirement bornée, donc X admet une espérance. Ou

— xf(x)dx converge

dire que f est continue sur le segment [— In(2),1n(2)] et nulle en-dehors donc l'intégrale fj
et vaut flnl(f()z) 2 f(x)dz. Puis comme f est paire sur R (ou sur [—1n(2),In(2)]), la fonction g : = — xf(z) est
impaire sur R. En effet, pour tout z € R, g(—z) = (—z)f(—x) = —zf(x) = —g(z) par parité de f.

5 In(2)
D’ou “n(2)
ccl : X admet une espérance et E(X) = 0.

xf(x)dx = 0 (ou mettre I'intégrale entre —oo et +00).

4. (a) Y = |X]|, donc presque sirement Y () = [0,In(2)]. Donc pour tout z < 0, G(z) = P(Y < z) = 0 et pour
tout = > In(2), G(z) = P(Y < ) = 1. Il reste & calculer G(z) pour z € [0,1n(2)]. Or pour un tel z,
Gz)=PY <z)=P(X|<z)=P(—z <X <=z (puisque x>0)=P(X <z)—P(X < —x) (cf 2¢ cadre
page 1) = F(z) — F(—z). Or z € |0,1n(2)], donc F(z) = 2 —e~® et —z € [~ In(2),0] donc F(—z) =e % —1
(attention de bien appliquer lexpression de F' en —z, une fois que vous avez sélectionné la bonne ligne).

Finalement, G(z) = 2 —e™® — (e7® — ) =2 —2e7".

0 siz <0
Cel:G(x) =4 2—2¢ " si0<z<In(2)
1 si > In(2)

(b) G est déja une fonction de répartition : on veut juste savoir que la variable Y est & densité. Il faut donc
montrer que G est continue sur R et C! sur R sauf en quelques points. Or vu les expressions qui apparaissent
dans I'accolade, G est de classe C'! sauf peut-étre en 0 et In(2). Continuité en 0 (ou faire juste la continuité
a gauche!) : G(0) =2 —2¢° = 0. Or pour z < 0, G(z) =0 — 0 = G(0) et pour z > 0, = proche de 0,

z—0~
G(z) =2—2e"% — 2—2e" =0 = G(0) par continuité de I'exponentielle en 0.

:L’~>O
De méme pour la continuité a droite en In(2) : G(In(2)) =2 — 27" =2 —2e1/2) =2 —2x L =1 et
pour z > In(2), G(z) =1 1—>(2)+ 1= G(In(2)). Donc G est continue sur R tout entier.
r—in
T §5i0<z<
Ccl : Y est une variable & densité et une densité de Y est (par exemple) g(z) = { 2e 510 <z <n2)

0 sinon

Corrigé de ’exercice 7 :

1. f est positive si a l'est, et est continue sur | — oo, 0], |0, 1], et [1, —|—oo[
Comme f est nulle en-dehors de |0, 1, il suffit d’étudier la cv de fo . L’intégrande se prolonge par continuité



en 0 et 1 donc I'intégrale est faussement impropre etfo1 +47 = a[ln(z + 1)]§ = aIn(2).Donc a = ﬁ >0 est le
réel cherché.

2. Pour tout z € R, Fx(z f f(t)dt. Donc vu les calculs faits en 1 : pour tout < 0, Fx(z) = 0, pour tout
x €]0,1], Fx(x) =0+ fo 747dt = aln(z + 1) et pour tout z > 1, Fx(z) = 1.

Quant & 'espérance : comme X () =]0,1[C R™T, il suffit de regarder la convergence de I'intégrale fol aiyde

(car la convergence absolue revient a la convergence) Cette intégrale est faussement impropre donc X admet

une espérance et E(X) = fol aziydr = afo 1 — —qde = afr — In(1 4 2)]0" = a(1 — In(2)).

3. (a) Remarquer que comme presque srement X (2) =|0, 1], presque siirement Y () =]1, +-00[.
en particulier, pour tout < 1, Fy(z) = 0. Puis, siz > 1, P(Y < 2) = P(x <) = P(1 < X) =
—P(X <Y =1-Fx(l)=1-aln(l +1) (puisque < €0, 1]).
Il reste & vérifier que Y est une variable & densité : Fy est continue sur | — oo, 1] (car nulle) et sur |1, +o0]
(somme et composée de fonctions usuelles). Continuité & droite en 1 : on a Fy(1) = 0 et pour z > 1,

Fy(z)=1-aln(:+1) — 1—aln(2) =0.
r—

Pour des raisons similaires, Fy est de classe C*' sur R sauf peut-étre en 1.
. . o o 0 siz <1
Donc Y est une variable & densité, de densité : fy (z) = —1/2% 1 . .
—A741 = Ogrny ST >1
1 1

Espérance : on remarque que sur |1, +-o00[, zfy (r) = azi7 ~ ay.

Or l'intégrale de Riemann f;rooé est divergente donc (critere & rédiger avec les bonnes hypotheéses de

continuité et de positivité pour les deux intégrandes), l'intégrale f;roo xf(x)dx diverge, et donc Y n’admet
pas d’espérance.

(b) Attention, N est une variable discréte! et vu que p.s. Y () =|1, +oo[, on obtient N(2) = [1,4o0[ ( ce
n’est pas parce que Y ne prend pas p.s. la valeur 1 que N ne va pas la prendre! N prend la valeur 1, car
(N=1)=(1<Y <2)..).

CommeN est une variable discrete, ce n’est pas sa fonction de répartition que ’on va étudier, mais sa loi
cad les P(N = ...).

Soit ke N*: (N=k)=(k<Y <k+1)dou P(N=k)=Fy(k+1)— Fy(k) :l—aln(k%_l+1)—(1—
aln(% +1)) = a(ln(kH) ln(Zﬁ)

Pour Despérance, il faut étudier la cv absolue de la série > kP(N = k) ce qui revient ici & la conver-

E>1
gence. On est dans le cas d’'une somme télescopique partielle (attention de bien écrire les termes pour
visualiser le télescopage partiel) : on pose S, = ..... = In(2) + In(2) + In(3)... + In(=2) — nln(2£2) =
In(n+1) — nln(”i%) = +00, car nln(”i%)) =nln(l+ nT—l) nn—_H ~1 N 1.

Donc N d’admet pas d’esperance

Corrigé de l’exercice 8 :
Size[0,1[, 1 -z €]0,1], In(1 — z) €] — 00,0] et —+ In(1 — ) € [0, +oo[. Comme presque strement, X (€2) = [0, 1, on
en déduit que presque stirement T(2) = [0, +o00[ (en effet, presque stirement X ne prend pas la valeur 1, donc cela ne
doit pas vous poser probléme!).
Donc si < 0, Fr(z) = P(T <z)=0. Puis si > 0,
Fr(z) = P(T < 2) = P(—tIn(1-X) <2) = Pln(1 - X) > —X2) = P(1 - X > e ™) = P(X <1—¢e?).

0 siz<O0
Or d’apres le cours, Fx(z) = r si0<z<1 donc en remplacant par 1 — e ** (n’hésitez pas & faire un
1 siz>1
remplacement "naif”, méme si des lignes seront inutiles, mais remplacez bien partout, y compris apres les 7si”!)
0 sil—e <0
Fr(z) =Fx(1—e ) ={ 1—e™ §i0<1—e <1 Ilrestearésoudre 1 —e ™ < 0et 1—e*® < 1 pour
1 sil—e ™ >1

simplifier lessi: 1 —e M <0 l<e ™™o 0< - Arer<0
1—e?* <14 0<e ™ toujours vrai.
0 siz <0

1767>\I SIZ'ZODOU‘TQE(A)

Finalement, en combinant tout, on trouve : Fr(x) = {

Application python : X=rd.random(); T=-1/5*1log(1-X).

Corrigé de ’exercice 9 :

1. cf cours



2. T s’exprime en fonction de X donc la méthode est de passer par la fonction de répartition. On remarque
déja que comme p.s. X(Q) = [0,+oo], alors presque stirement T(Q2) = [0,+oc0[. En particulier, pour tout
x < 0, Fr(x) = 0. Puis pour « > 0, Fr(z) = P(X? < 2) = P(—y/2 < X < /) (puisque # > 0) = P(X <
VI)—P(X < —V/X) = F(y/x)—F(—/z) (d’apres le 2e cadre du poly). Il reste & remplacer a 'aide de la question
1. : comme /z > 0, F(y/z) =1 — e % et comme —/z < 0, F(—/z) = 0. Finalement, Fy(z) =1 — e V=,
Conclusion : Fr(x) = { (1) o ME zi i ; 8

0, et continue partout (pour la continuité & gauche en 0 : Fr(0) = 1—e% =0 et pour z < 0, Fr(x) =0 = 0).

r—0—

Donc T est une variable & densité, et une densité de T est : (ATTENTION PIEGE!!)

. Il reste & montrer que Fr est de classe C'! sur R sauf peut-étre en

0 sijlz <0
fr(z) = { A AE . En effet, la deuxieme ligne n’a pas de sens si = 0, donc il fallait donner
3¢ six

une valeur arbitraire positive en 0 : j’ai choisi de lui attribuer la valeur 0 afin de la regrouper avec le cas < 0

3. Que remarquez vous sur U(Q)? U est une variable discréte!! On trouve U () = [1, +oc]. Comme U est une

variable discrete, pour trouver sa loi, en général on ne regarde pas la fonction de répartition mais les probabilités
du type P(U = k) ou k € N*.
Ici, posons k € N*. Alors (U =4%k)=(|X]=k—1)=(k—1< X <k) (ne pas hésiter a faire un dessin!) d’ou
PU=k)=P(k—1<X <k)=Fx(k)— Fy(k —1) (car X est une variable & densité) = 1 — e~ *=1) — (1 —
e=Mk) = (e7M)F — (e M)F 1 = (emM)F~1(1 —e7*) donc P(U = k) est de la forme (1 —p)*~!p avec p =1 — e~
Dot U — G(1 — e~*). En particulier, U admet une espérance et E(U) = —

1—e— X

Corrigé de ’exercice 10 :
1. Dernier point : remarquer f paire sur R donc il suffit de regarder l'intégrale f0+oo f(¢)dt, impropre en +oco. On

pose A > 0. Alors fOA f(t)dt = %fOA ﬁdt = %[_%ﬂ]é = %(—ﬁ =+ 1) A—>—+>oo % Conclure (2 étapes!).

2. (a) presque strement X () = R et V() = R*, donc si z < 0, G(z) = 0. Puis si z > 0, G(z) = P(In(1 +
I X|) <z) = P14+ |X| <e*) =P(|X| <e*—1). Orsixz >0, e —1 > 0 donc on peut poursuivre :
Glz)=P(—(e"—-1)<X<e*—1)=F(e* - 1) — F(—(e® — 1).

0 siz <0

Conclure : G(z) = { Fle? —1) = F(—(e* — 1)) siz >0
(b) Comme F est la fonction de répartition d'une variable & densité, F est continue sur R et de classe C! sauf
en quelques points. (Ici, comme f est continue sur R, on sait que F est de classe C* sur R d’apres le th
fondamental mais peu importe). Continuité de G : on sait G continue sur | — oo, 0] comme fonction constante

nulle, et G continue sur [0, +oo[, comme composée de fonctions continues (puisque F lest). Il reste donc la
continuité & gauche en 0 : or G(0) = F(0) — F(—0) =0 et pour < 0, G(z) =0 — 0= G(0).
z—0~

Pour des raisons analogues, on obtient que G est de classe C! sauf en quelques points (ou sauf peut-étre en
0, si vous aviez remarqué que F C* sur R).

. N oy s . _J 0 siz <0
Ccl : Y est une variable & densité, et une densité de Y est g(x) = { e f(e" — 1)+ e f(—(e —1)) siz >0
(¢) On simplifie 'expression de g : g(z) = 0 siw <0 par parité de f
) 2ef(e® —1) siz>0
_J 0 siz<0 [0 siz<0 [0 siz<0 [ O siz <0
o 2€w2(1+|611_1‘)2 sie >0 e’ (1_‘_6%_1)2 siz >0 ezeg% siz>0 - e six>0

Dot Y < £(1)



