Feuille d’exercices 22 : Intégrales impropres 2022/2023

Révision 1
Soit F la fonction définie par F(z flx et dt.
1. Déterminer I’ensemble de deﬁnltlon D de F et préciser le signe de F' sur D.
2. Justifier que F' est dérivable sur D et dresser son tableau de variations.
3. Calculer la limite en 0.
4. Etudier le signe de F'(z) —Inz pour > 1. En déduire la limite de F' en +oo.
Révision 2
Soit la fonction f définie sur R* par f(z) = fjgc m(ldﬁ
Justifier que f est bien définie sur R*, et déterminer le signe de f sur R*.
Montrer que f est impaire.

Montrer que f est dérivable sur R* et calculer f’. Dresser alors le TV de f.

L .

Calculer la limite de f en 400, puis en —oco. Qu’en est-il en 07

Révision 3

Soit la fonction g définie par g : x — foz VaZ + t2dt.

Pourquoi les méthodes des 2 exercices précédents ne s’appliquent-elles plus ici pour trouver le TV de g7
Déterminer I'ensemble de définition D, de g.

**A Paide d’un changement de variable, montrer que pour tout z € R, g(z) = cz|x|, avec ¢ = fol mdy.

En déduire que g est continue sur R puis dérivable sur R.

A

Dresser le tableau de variations complet de g.

Exercice 1:
Nature des intégrales suivantes et en cas de convergence, calcul de la valeur
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Exercice 2:
Nature des intégrales suivantes :
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Exercice 3:
1. Montrer que [, Itdt converge et vaut 1.

2. Nature et calcul de fo t*Intdt pour a > —1.

Exercice 4: *Changement de variables

1. A T'aide du changement de variable proposé, étudier les intégrales suivantes (convergence puis calcul) :

DL b e )
oo (t—=1)" i
c) fo w+\/5 (t=Vz) d) 1+ Wdt pour n € N fixé (y= l)

2. (a) A Paide du changement de variable u = 2, calculer fl h 1+t2 dt pour x > 1.

(b) En déduire que l'intégrale f1+°o arctant g4 converge et vaut T + 22,

On commencera par faire une 1ntegrat10n par parties ..

Exercice 5: pour aller plus loin

Soit n € N. Justifier 'existence de l'intégrale I,, = fol (zlnx)"dz, puis a laide d’intégrations par parties
successives, montrer que I, = %

Exercice 6:
Soit la fonction f définie sur R par f(z) =

1. Etudier la parité de f.

2. Justifier la convergence de 'intégrale fo

e

Fen)2 +e, Sz dz et préciser sa valeur.

3. Que peut-on en déduire sur f_ dx?
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Exercice T:
Calculer pour tout = > 0, ffw sint dt. Que peut-on en déduire sur f_+:oo sintdt?
Exercice 8:

1. Montrer que pour tout z € [1,+oo, [" #2tdt = cos(1) — <=L — [ o5ty

+oo smt

. En déduire que l'intégrale f dt converge.

. Montrer que fl > COs(zt)dt converge. On pourra s’inspirer des questions 1. et 2.

2
3
4. * Montrer alors que pour tout réel ¢, |sint| > sin®¢ puis que |sint| > 1(1 — cos(2t)).
5

. En déduire que f1+oo Si;”5dt ne converge pas absolument.

Exercice 9:

On pose pour tout n € N, I,, = 0+O° e "dx.

1. Montrer que pour tout n € N, 'intégrale I,, converge.
. Calculer Ij et I.
. Trouver une relation de récurrence entre I, 1 et I,,.

—+oo

2
3
4. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.
5. En déduire la convergence de l'intégrale J,, = [ x"e”2%dx et préciser sa valeur.

Exercice 10:

1
On pose pour tout n € N, I, = j;o Wdiﬂ-
x

Montrer que pour tout n € N, l'intégrale I,, converge.

Calculer Ij.

Montrer que la suite (I,,),en est décroissante. En déduire qu’elle converge.
Montrer que pour tout n € N, I,, = 2(n+ 1)(I, — I,41)-

En déduire que pour tout n € N, I,, = % .

A e

Exercice 11: Bilan : inspiré d’Edhec E 2004

Le but est de montrer que la limite quand n — 400 de ngr-lr-loo f T + o

dt et v, = [ k.

1. Pour tout n de N, justifier 'existence de u,,, puis calculer ug et uy.

———dt existe et de la calculer.

Soit pour tout n € N, u,, = fo H_H_tn

2. Montrer que la suite (u,) est convergente.
3. (a) * Montrer que : Vn € N, 0 < 1In (2) — u,, <

( < 5
(b) Donner la limite de la suite (u,)

(

(

)
4. (a) Justifier la convergence de I'intégrale définissant v,, pour tout n > 2.
)

b) Montrer que : Vn > 2, 0 <wv, < ﬁ puis conclure.

Exercice 12:

On pose pour z réel strictement positif f(z) = f0+°° elJ:Z dt.

1. Montrer que f est bien définie sur R? .
2. Etudier le sens de variation de f.

3. Déterminer la limite de f en +o0.

Exercice 13: La fonction Gamma
Pour tout « € R%, on pose I'(x) = f0+oo t*=te~tdt.
1. Justifier que l'intégrale I'(x) est convergente pour tout x > 0.
2. Calculer T'(1).
3. Justifier que pour tout z > 0, I'(z + 1) = 2T'(z).
4. En déduire que pour tout n € N*, T'(n) = (n — 1)\

Exercice 14: pour s’entrainer

On pose pour z réel : f(z) = f0+oo zli;;" dt.
1. Montrer que pour tout z > 0, f(z) existe bien.
2. * f est-elle définie en 07

3. A laide du changement de variable y = %, calculer f(1).



Exercice 15: pour aller plus loin
On définit la fonction f par f(z) = f;oo ETftdt.
1. Montrer que f est définie sur RY.
2. Montrer que f est continue et dérivable sur R* , et dresser son tableau de variations.
3. f se prolonge-t-elle par continuité en 07
4. Montrer que pour tout t > 1, 0 < e%t < e~t. En déduire la limite de f en +oo.
5

e~ ®
x

. ** A Paide d’une intégration par parties, montrer que f(z) est équivalent a en +oo.

Exercice 16: pour aller plus loin
Pour tout « €]1, 400, on pose F(z) = [, \/%dt.
1. ** Montrer que F est bien définie sur |1, +oo].
2. Montrer que F' est dérivable sur |1, +o0o[ et déterminer F”.
3. Etudier la limite de F' en +o0.

Exercice 17:

1. On pose pour tout n € N, [,, = fol t" In(t)dt. Montrer que I'intégrale I,, converge et calculer sa valeur.

In(t)
1-t

Dans la suite de I’exercice, on admettra que pour tout n € N, I'intégrale fol

2. Montrer que 'intégrale I = fol dt est convergente. Est-elle absolument convergente ?
" In(t)
—t

dt converge absolument.

n
3. (a) Montrer que pour tout ¢ €]0,1[, et n € N: {1 — k;)tk = %
1In(t T 1 gntt
(b) Montrer alors que [, %dt + kz—:oﬁ = [y 5= In(t)dt.

(¢) En déduire qu’il existe une fonction f, prolongeable par continuité sur [0, 1] telle que :
n 1 "
‘IJF;;oﬁ‘ < Jy If@)]trat.

by . 1 n
(d) Montrer qu’il existe un réel M tel que [, [f(t)[t"dt < 7%1

(e) En déduire que la série > kiz converge et exprimer sa somme en fonction de 1.
E>1
Exercice 18:
Montrer que pour toutes les fonctions f suivantes, 'intégrale fjooj f(t)dt converge et vaut 1.
Déterminer alors F : x — ffoo f(t)dt pour tout réel x, dans chacun des cas.
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