Feuille d’exercices 4 : Matrices 2022/2023

Premiers calculs et résolution d’équations matricielles
Exercice 1:
Lorsque c’est possible, calculer pour les matrices suivantes les produits AB et BA :

3 0 1 2 3 3 1 0
1A= (1 _2> etB=[0 -1 224=(-1 0 2)etB=[ -2 | 3.4=[1 -1 0] etB="4.
5 8 1 0o 0 3
Exercice 2:
Soient A, B € M,,(R). Développer et simplifier S = (24)(3B) — (A +2B)? + (A — B)(A + B)
et T = (A+ B)(242 —2B) — 2A%2(A+ B) + (-A + B)%.

Exercice 3: pour s’entrainer ... d la maison : important !

. . (13 (2 2 /(2 0
On considere les matrlcesdeMg(R).A<2 5)73(0 4>etC<7 _4>'

1. Calculer A+ B, 2A — B, AB, BA, Y(AB) et ' B'A. Vérifier alors 1'égalité ' B'A =! (AB).
2. Calculer 3(A —2B) +2(3B + C) — (24 4+ C) le plus facilement possible.
3. Calculer (A — I)? puis (B — 21I)? le plus facilement possible.
4. Résoudre I'équation A —3X = 2B d’inconnue X € M;y(R).
Exercice 4:

Déterminer toutes les matrices triangulaires supérieures T € Mz (R) telles que T? = <(1) (1))

Exercice 5:
-2 0 0 1 0 3
1. Déterminer toutes les matrices M € M3(R) qui commutent avec A:a) A= | 0 3 0 b)A=[0 1 1
0 0 5 0 0 2
2. Soit n € N* et D la matrice diagonale de taille n de coefficients diagonaux : 1,2,...,n.
Déterminer toutes les matrices qui commutent avec D.

Exercice 6: un peu plus abstrait
Soit n € N* et A et B deux matrices de M,,(R) dont tous les coefficients sont positifs ou nuls.
1. Montrer que tous les coefficients de la matrice A + B sont positifs ou nuls.
2. Montrer que tous les coefficients de la matrice AB sont positifs ou nuls.

3. Montrer que tous les coefficients de la matrice ‘A*B sont positifs ou nuls.

Puissances de matrice : trois méthodes a découvrir et retenir!
Exercice 7:

1 11
Soit J=1(1 1 1
1 1 1

1. Calculer les premiéres puissances de J et en déduire une conjecture pour ’expression de J” pour tout n € N*.
2. Démontrer ce résultat par récurrence.

Exercice 8:

[\)

Calculer A™ pour tout n € N*, ou A = ( 11 _11)7 A=

N DN DN

2
2 2], etenfin (*) A=
2
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o O =
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Exercice 9:

311
On considere les matrices A= |1 3 1] et B=A—2I;.
1 1 3

1. Montrer que B? = 3B.

5N _ 9n

2. En déduire par récurrence que pour tout n € N, A™ =2"[3 + B.

Exercice 10:

1. Soit X € M,(R), telle que X? = 0. Montrer : Vn € N*, (I, + X)" = I, + nX. 2 méthodes sont attendues !

2. ** Soit Y € M,(R), telle que Y2 =Y. Montrer qu’alors : Vn € N*, (I, + Y)" = I, + (2" — 1)Y. idem...

3. On pose A = (1 41) et B = (23 éO) Déterminer et expliciter pour tout n € N* A™ et B™.
Exercice 11:

Soit B = . Déterminer B™ pour tout n € N.

S O N
SN =
N W N



Exercice 12: pour aller plus loin

3 11
Déterminer B™ pour tout ne Nyou B=(1 3 1
1 1 3
Exercice 13:
1 0 O
On considere la matrice A= |6 -5 6
3 -3 4
1 0 0
1. Montrer que pour tout n € N, il existe a,, € R, tel que A" = | 2a,, 1-—2a, 2a,
an —an, a, + 1

2. Reconnaitre la suite (ay,)nen. En déduire 'expression de A™ en fonction de n.

Inverse de matrices ... et mélange!
Exercice 14:

0O 1 0
Soit A = -1 2 0
1 0 -1

1. Montrer que A% — A2 — A+ I = 0. En déduire que A est inversible et expliciter A~! sous forme de tableau.
2. Que vaut (42)71? (2 méthodes attendues)

Exercice 15:

1. Soient A et B deux matrices non nulles de M, (R) vérifiant AB = 0. Montrer que ni A ni B n’est inversible.

2. Soit C = <1 -1

9 _2>. Vérifier que C? 4+ C = 0. En déduire que C n’est pas inversible.

Exercice 16:

11
Soit la matrice A = 0 1
1 1 0

1. Vérifier que A2 = A 4 2I. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.

2. Montrer que pour tout n € N, il existe deux réels u,, et v, tels que A™ = u, A+ v,I .
On précisera les relations de récurrence entre w11, Un4+1 €t Up, Up.

3. On pose a,, = 2u,, + v, et B, = u,, — v,. Reconnaitre les suites « et /3
En déduire, pour tout n € N, u,, et v,, puis A™ en fonction de n.

Exercice 17: pour s’entrainer

3 0 2 0

. 0O -1 0 2
Soit A = “9 0 -1 0
o -2 0 3

1. Vérifier (A — I4)? = 0. Montrer alors que A est inversible et expliciter la matrice A~1.

2. En remarquant que A = (A — 1) + Iy, calculer A™ pour n > 2.
La formule est-elle encore vraie pour n =0etn=17et n=—-17

Exercice 18: un peu plus abstrait

Une matrice M est dite nilpotente s'il existe un entier naturel non nul k tel que M* = 0.
Soient A et B deux matrices qui commutent.

1. Montrer que si A est nilpotente alors AB ’est aussi.

2. Montrer que si A et B sont toutes les deux nilpotentes alors A + B ’est aussi.

Exercice 19: pour aller plus loin
Soit p un entier supérieur ou égal & 2 et A € M, (R).

p—1
1. Montrer que I — AP = (I — A) Y. A*.
k=0

2. On suppose dorénavant que AP = 0,, et AP~! £ 0,, (A est nilpotente d’indice p).
(a) Montrer que A n’est pas inversible.

(b) En utilisant 1., montrer que I — A est inversible et exprimer son inverse en fonction de A.

Exercice 20:
Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et le cas échéant, donner leur inverse :

a= () m= (1 2 o= (3 3)



Exercice 21:

3 =21 0 0 1 1
Montrer que les matrices A= |1 0 1] et B= 1 -1 1 o |®e sont pas inversibles.
2 20 1 -11 0
-1 0 2 1 -1 0 _11 } (1) (1) 1 -1 -1
Montrer que C' = 0 0 1 |D={(1 2 1| E= et F=[-2 1 3
-1 0 1 1
0 -1 1 1 1 0 0 1 11 2 2 1

sont inversibles et déterminer leur inverse.

Exercice 22: pour aller plus loin

Soit A la matrice triangulaire supérieure avec que des 1. Montrer que A est inversible, et déterminer son inverse.
Exercice 23: un peu plus abstrait

On pose A = (8 (1)) et on note S ensemble des matrices M de My (R) telles que M? = A.

1. On suppose que S est non vide et on considere M € S.

a) Montrer, sans effectuer de calculs de tableaux, que AM = M A.

b) La matrice A est-elle inversible ? Montrer alors que M n’est pas inversible.

c¢) On pose M = (Z Z) Déduire des deux questions précédentes que a =d = c¢ = 0.

2. Montrer que S est vide.

Exercice 24:
On considere les deux suites réelles (uy)n N €t (v )nen définies par leurs premiers termes ug et vg et les relations
de récurrence : Vn € N, uy 11 = 6uy, — vy et vpyp1 = Uy + 4oy,

1. Montrer qu'il existe une matrice A telle que pour tout n : ( Un+1 ) =A < tn )

Un4-1 Un
En déduire que pour tout n € N, (u"> — A" (UO)
Un Vo

2. Montrer qu’il existe une matrice J qui vérifie : A =51 + J et J? = 0.

3. En déduire 'expression de A™ sous forme de tableau pour tout n.
(On pensera a vérifier la formule pour n =0 et n = 1).

4. Obtenir alors les expressions de u,, et v, en fonction de n, ugy et vg.

Exercice 25:

On considere la suite u définie par : ug = 2,u1 = 1,us = —1, et Yn € N, Up43 = 2upt2 + Unt1 — 2Unp.

2 1 =2 1 1 4 Upt2

On définit les matrices A=|1 0 0 |,P=|1 —1 2] eton posepour tout n € N, X;, = | up41
01 0 1 1 1 U,

1. Montrer que P est inversible et calculer P~!. Que vaut D = P~'AP? En déduire D".
2. Montrer que ¥n >0, D" = P~'A"P. En déduire les coefficients de A™.

3. (a) Vérifier que pour tout n dans N: X,,;1 = AX,,. En déduire X,, en fonction de A™ et de Xj.
(b) Déterminer la valeur de u,, en fonction de n.

Exercice 26: pour s’entrainer

-1 1 1 1 0 1
Soit A=1 —-1 1 ]JetP=1]020 1 1
1 1 -1 -1 -1 1

1. Vérifier que P est inversible et déterminer P!,

2. Calculer D = P~' AP, puis déterminer D" pour tout n € N*.

3. Exprimer alors A puis A" en fonction de D, P, P~! et n.

4. En déduire une expression de A™ en fonction de n.

5. On considere les suites couplées z, y et z définies par o = 0, yo = 1 et z9 = 2 et par la relation de récurrence
Tptl = —Tp + Yn + 2n Tn
Yn+1l = Tn, — Yn + 2n On pose également X,, = | y,, | pour tout n € N.
Zn4+1 = Tn + Yn — Zn Zn

(a) trouver une relation entre X, 1, X,, et A.
(b) En déduire pour tout n € N* X,, en fonction de A, n et Xj.

(¢) En déduire alors les expression de ,,, y, et z, en fonction de n pour n € N*.



