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Révisions : corrigés

Exercice 1 : Edhec S 2016

1. (a) f est dérivable sur R comme quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule

pas sur R , et on a: f'(z) = # <0 sur R} Donc f est strictement décroissante sur RY .

De plus, lim f(z) =+ocoet lim f(x) =0 (pas des formes indéterminées)
xz—0t T—+00

(b) Par récurrence immédiate de la propriété : Z(n) : u, est bien défini et u, >0

2. Les script calculent les termes successifs de la suite, mais le premier script s’arréte lorsque u<=0.00001 et
le second lorsque u>=100000, n sert de compteur, il indique 'indice du dernier terme calculé.
Conclusion : us < 0,00001 et ug > 100000 et ce sont les premiers termes de la suite a vérifier ces inégalités.
De telles écarts peuvent nous faire conjecturer que la suite n’admet pas de limite (et méme que la suite des
termes de rang pair tend vers +oo et celle des termes de rang impair tend vers 0).

3. (a) g est évidemment dérivable sur Ry et ¢'(z) = —e~* — 22 < 0 sur R. La fonction g est donc continue et
strictement décroissante sur R, elle réalise alors une bijection de Ry sur g(R) =] — o0, 1]

(b) Sur RY, f(x) = x ssi e: =z ssi e7® = 22 ssi g(x) = 0. Or d’apres la question précédente 0 possede un

unique antécédent dans R4 par g. On le note alors o € R..
(¢) Déterminons le signe de g () et g(1) :

Ona:yg (é) =e Ve e% = el% — e%, or é < 2 donc par croissance de la fonction exponentielle e'/¢ < e2,
611/5 > e% et donc g (é) > 0.
Plus simplement, g(1) = é —1 <0, puisque e > 2.

En conclusion : g(1) < g(a) < g (1), or comme g est strictement décroissante on a donc : 1 > a > 1.

donc en inversant

4. (a) On peut calculer : ug =1, u; = é et ug = f (%) = ez/lée =e“. Or pour cette derniere, % > (0 donc

e“c" > 1 et on a alors bien us = f(uy) > 1 donc ug > up.
Pour I'autre inégalité, il suffit de remarquer que f est décroissante d’olt us > ug = f(u2) < f(up) cad
us < uj.

(b) Montrons que (ugy,)nen est croissante par récurrence : cad mq Vn € N : ugy, 2 > uay,.
L’initialisation a été faite en (a). Supposons que g, 42 > Uz, pour un certain rang n € N fixé, on a alors
en composant par f (décroissante) : ugn43 < U2,+1 €t en composant encore une fois par f (décroissante) :
Ugn44 > Uant2 Conclusion : (uz,)nen est croissante.
Pour (ugn+1)nen ¢’est plus simple : comme (ugy,)nen est croissante on a pour tout n € N : ugy, 0 > Uy,
en composant par f (décroissante), on a alors, pour tout n € N : ug, 13 < ton41 et (Uan+1)nen est alors
bien décroissante.

5. (a) Pour z > 0,

f(z) —& e .
e e [ e z .
h(z) = f(f(x)) = ==z — e T — et f(@)
f(x) ez e *
De plus, d'apres 1., on a : lim f(z) = +oo et lim f(y) = 0, donc par composition de limite :
z—0t y——+00

lim f (f(z)) = 0 = h(0), donc h est bien continue en 0. (ou faire directement le calcul de la limite, &
z—0

laide de l'expression de h trouvée).

(b) Soit x € R;.Si x = 0, alors h(z) = h(0) = 0 = = donc 0 est solution.
Siz > 0, alors h(x) = = ssi 2 7@ = 1 ssi (@) = € ssi x — f(z) = 0ssi f(z) = x ssi x = a.
L’équation h(z) = 2 n’admet donc que deux solutions sur Ry : 0 et a.

(¢) (u2n41)nen est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge vers une limite [ < uy =

3.(c)), de plus usp+3 = h(uan41), donc par passage a la limite dans cette relation, [ vérifie h(
compte tenu de ce qui précede et du fait que I < a on a nécessairement [ = 0.

1 <o (dapres
=1

(d) Si lirf tgn =1 2 1 = ug, comme par ailleurs Vn € N, ug, 12 = h(uz,), on aurait également h(l') =1’
n—-+oo

Absurde vu que 0 < a < I’. Conclusion : (ugy)nen diverge, de plus, étant croissante, sa limite ne peut
étre que +-o00.



Exercice 2 : Edhec S 98

Question préliminaire : si la série de terme général z,, converge, alors x,, —+> 0. Comme la suite (x,) est
n—-+oo
par ailleurs positive, on en déduit qu’a partir d’un certain rang, x,, € [0, 1] : autrement dit, il existe N € N, tel que
pour tout n > N, x,, € [0,1]. D’ot pour tout n > N, 22 < z,,.

D’apres le critere de comparaison des séries & termes positifs, la série Y 22 converge, donc la série > 22 converge.
n>N n>0

1. ch est dérivable sur R et Vo € R, ch/(z) = ez_;ﬂ. Ore*—e >0 > P> -—ar52r>0s

x> 0. TV : ch admet un minimum en 0 de valeur 1.

2. a) Par récurrence, montrer que pour tout n € N, u,, > 0 : up = 1 > 0 par hypothese, et si u,, > 0, alors
Uil = % > 0 puisque ch(uy) > 1> 0 d’apres le TV. Conclure.

Monotonie : tny1 — Uun = Fs — Uun = “"(%&(;‘”)) < 0, puisque u, > 0 et ch(u,) > 1 ou regarder
Unt1 __ 1 < 1
Up, ch(un)

b) La suite u est décroissante et minorée par 0 donc converge : soit ¢ sa limite. Comme la fonction ch est
continue sur R, par passage a la limite dans la relation de récurrence, on obtient ¢ = #&) On résout :

leh(f) =4 < L(ch(f) —1) =0 ¢ =0o0uch(f) =1« ¢ =0. La suite u converge vers 0.

3. a) D’apreés 3.a), on a pour tout n € N, 0 < tp41 < uyp, d’olt uZ—:l <letw, <O.

fo Ungl 1 1_ . PPN

b) F1 0/0 mais =t = o W T 1 puisque u, Mool 0. D’ou vy, Mol 0.
n—1 n—1 n—1

¢) 3 In(1+v) = 32 1n(%) = > [In(ugt1) —In(uk)] = In(un) —In(ug) (somme télescopique) :) —00.
k=0 k=0 k=0 S

Donc la série > In(1 + v,,) diverge. Comme de plus v, — 0, on a In(1 + v,) ~ v,. Enfin, pour tout
n>0 n—+00

n >0, v, <0etln(l+wv,) <0, donc d’apres le critére par équivalence, la série de terme général v,, diverge.
Pour respecter rigoureusement le programme, il est préférable de se ramener a des sommes positives en
utilisant la linéarité deux fois :

la série > In(1+ v, ) diverge donc la série >, —In(1 + v,) diverge. Or —In(1 + v,,) ~ —v,, donc la série de
n>0 n>0
terme général —v,, diverge, donc par linéarité la série de terme général v,, diverge...

4. a) v, = m -1= %u(:)) Or d’apres 'énoncé 1 — ch(uy,) ~ —%i car u, — 0. Comme de plus,
ch(uy) - 1, on a ch(uy) ~ 1.
n—-—+0o0

2
Finalement, on obtient bien v,, ~ —HT".
b) u? ~ —2v,, et par linéarité + 4.c), la série de terme général —2v,, diverge. D’apres le critére par
équivalence pour les séries a termes positifs, la série de terme général u? diverge.
c) Raisonnons par l'absurde : si la série de terme général u,, convergeait, comme de plus la suite u est
positive, alors d’apres la question préliminaire, la série de terme général u2 convergerait. Ce qui ne peut

pas. Donc la série de terme général u,, diverge.



Exercice 3 : Ecricome E 2016

1. (a) go est C* sur Rt (comme quotient de deux fonctions C*° avec un dénominateur non nul), strictement
décroissante sur [0, +0o[ comme inverse d’une fonction strictement croissante et (strictement) positive.

. _ . 1 _
oo 90() = 1 ey =0
L’équation de la demi-tangente en 0 est y = g, (0)(z — 0) + go(0). Or, pour tout = > 0, g{(x) = *ﬁ’
donc la tangente en 0 a pour équation y = —2x + 1.
(b) Soit n > 1.
gn est C°° sur [0, +oo] comme composée, puissance et quotient de fonctions usuelles et
n (In(1 +2))" (1 +2)? —2(1 + 2)(In(1 + 2))"
Va € [0, +oo], gl (x) = 1+
" (I+z)!
>0
1 In(1 "~!n —21In(1

Ve [0 bool,  gy(r) = LEDOLEINT (7 2l 4 2)

(1+x)

———

>0
Dot g/ (z) >0 n—2In(1+2) >0 n>2In(l+r) e l+r<e? e <e? 1.
1 n
Comme n/2 > 0, /2 > 1 et donc e™/? —1 € [0, 4+0c[. lim g,(x) = lim ( n;g) = 0 par
T—+00 en posant y=14x y—-+oo Yy

croissances comparées.

(¢c) D’apres le tableau de variations de ¢, g, admet un maximum sur [0,+oo[ en e"/? — 1 qui vaut :

1 n/2 n 2 n n N
M, = gn(e™/? —1) = (In(e"2)" _ (n/2) :(n) —enn(E) .y oo

(en/2)2 en % n—+oo
gn(x)  (In(l+x))" , . 1
> ~ = I
(d) Pour tout n > 1, xg% i/ ol 0 (croissances comparées), donc g, (z) RN 8 B
A
2. (a) Soit A > 0. fA go(t)dt = fA ;dt S R +1 —  1,donc Iy = [" go(t)dt
0 O (1+41)2 1+¢], 1+ A A—stoo 0

converge et vaut 1.
(b) Soit n > 1.

1
® g, ettt el sont continues et positives sur [1, +ool.

1 N
e g,(t) = %o <t3/2> d’apres 1d.

1
e Or, 1+°° Wdt converge (Riemann et 3/2 > 1), done, d’apres le théoréme de comparaison des intégrales
de fonctions positives, f1+°° gn(t)dt converge aussi.

e Enfin, comme g, est continue sur [0, 1], fol gn(t)dt existe.
—+oo

Par suite, I, = |,

(¢) Soit A > 0.
Posons u(t) = (In(1 +t))" L, v/ (t) =

gn(t)dt converge.

(n+1) e 1 _ 1
T2 (In(1 +1¢)) ,v(t)—m,v(t)——m.

Comme u et v sont de classe C! sur [0, A], on peut intégrer par parties et on a :

A T ) e R N (S § L1

(In(1 4+ A))"+

A
AT A + (n+ 1)/0 gn(t)dt.

. A . A
Or, Al_l)fjrloo fo Inr1(t)dt = Inqq, AI—I)I—EOO fo gn(t)dt = I, (car I, et I, 41 convergent)

In(1 + A))~+t
et Alirfm —% = 0 (par croissances comparées),

donc, en passant a la limite dans 1’égalité précédente, on obtient bien : I, 11 = (n + 1)1L,.

(d) Montrons par récurrence que, pour tout n € N, I, =n! (HR,,).
Initialisation : On a Iy =1 et 0! = 1, donc on a bien HR.
Hérédité : Soit n € N et supposons HR,, vérifie. Alors I,,11 = (n+ 1)1, i (n+1)n!=(n+1)!

n

Conclusion : D’ol, par récurrence, pour tout n € N, I,, = n!l.

3.(a) fn est nulle donc positive sur R* , et f,, est positive comme g,, sur R. De plus, f, est continue (comme
fonction constante) sur R* | et est continue comme g, sur RT.

De plus, f, est nulle sur R* donc l'intégrale fi)oo fn converge et vaut 0.

Et on sait déja que I'intégrale f0+oo gn(t)dt converge donc par linéarité f0+oo fn(t)dt converge et f0+oo fn(t)dt =



n!

(b) Soit n > 1.
1
ot tf(t) et t— n sont continues et positives sur [1, 400l
1/t n!(1+t)? n!

1
M O R T ) R T e SRS LU

e Or, 1+°° ;dt diverge (Riemann de parametre 1 < 1), donc, d’aprés le théoréme de comparaison des
intégrales de fonctions positives, f1+°° tfn(t)dt diverge aussi.
Donc f tfn(t)dt diverge donc X,, n’admet pas d’espérance.

(¢) pour tout x < 0, Fy(x f fot)dt = ff 0dt = 0 et pour tout x > 0, Fy(x f fo(t)dt =

0 T
Jo.0dt+ [ Wdt =1— 17 = 1% (cf calculs en 2a).
(d) Soit n € N. Alors pour tout = < 0, F,(z) = [*__ fu(t)dt = [*__ 0dt = 0.

(e) En reprenant les calculs faits en 2¢ (en remplagant n par k — 1 et A par x, on obtient :

® n x))* z
R = g [ oo = g (<P g o)

1+
1 (In(14a)* 1 e -
=1 + (k—l)!/o gk—l(t)dtffﬁim + Fr_1(x),

1 (In(1 F
et on a donc bien : Fi(z) — Fr—1(z) = — (n{l + )"

K 14z
n 1 (In(1 k
(f) Ensommant 1’égalité précédente pour k = 1..n, on obtient : > (F(z)—Fr-1(z)) = — —M,
k=1 k=1 k" 1 +x
n 1 (In(1 k
et donc, en télescopant & gauche de 1'égalité : F,(z) — Fy(z) = Z k—@, et donc Fy(x) =
= x
no 1 (In(1 +2))* no 1 (In(1 + )"
Folx) = 5 — T8 g gy 2 EIET T
0( ) kzz:l k! 1+l‘ ];::0 k! 1+
(g) Quand z <0, nll)TOO F.(z) = ngr}rloo() =
1 2 (In(14z))* 1 £ (In(1+z))*
P Fo(z)=1- 1-—
our xr > 07 (x) 14z kgo k! HI)OO 142 k;o k!
1 1
=1- en(+a) — 1 R . (la série exponentielle converge en tout réel)
1+ 1+
4. (a) On a presque sirement X,,(Q) = R, donc (1+ X,,)(Q2) = [1, +o0[, donc Y,, = In(1+ X,,) est bien définie
et Y,(Q) =R*.
(b) Pour tout x € R, H,(x) =P(Y, <2)=P(In(1+X,)<z)=P(1+ X, <e*)=P(X, <e*—1)
= F,(e* —1).

(c) H, est continue sur R et de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points comme
composée de F, (qui est continue sur R et de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de
point (fonction de répartition de X,,)) et de  + e® — 1 (qui est C! sur R).

Y,, est donc une variable a densité et une densité de Y;, est

0 sie® —1<0 0 siz <0
hp iz e fp(e” —1) = 1 (In(1+€® —1))" e
T~ T _ 1> .
U Qi 12 Se120 e siwzo

(d) ho:ax+— { 691 : ﬁ ; 8 On reconnait la densité d’une loi £(1), donc Yy — £(1).



Exercice 4 : Ecricome E 2012

A.

. Onaeh = 1—|—h+%h2+%h3—|—0(h3) donce ™ =1—z+4a’— a3 +o(xd) et 1—e™* =z — 322+ tad+o(a?).

Finalement, pour z # 0, f(z) = 2=~ =1 — 1o+ 22 + o(2?).

. f est continue sur ]0, +o0o[ comme quotient de fonctions continues donc le dénominateur ne s’y annule pas.

Puis en 0, d’apres le DL, on obtient que pour z # 0, f(z) — 1 = f(0). Donc f est continue en 0.
De méme, f est dérivable sur ]0, +oo[ et en 0, comme f est continue en 0, et que f admet un DL d’ordre 1
1

en 0, on sait que f est dérivable en 0 et que f'(0) = —35 (coefficient devant le ).

Remarquer qu’on sait méme avec le DL que la courbe est au-dessus de sa tangente en 0 localement, car
% > 0. Ici, vu que cette position n’est pas demandée, un DL a l'ordre 1 (et non & l'ordre 2) aurait suffit.
Mais le sujet était ainsi ...

i (1-e") _ pl)

. On trouve pour tout = > 0, f'(z) = 5 =—Z-avecp(z)=e " (z+1)—1
x x
Or ¢ est dérivable sur R* et ¢’ () = —e @ (x+1) + e ® = —ze™* < 0 pour z > 0
x 0
'@ |0 -
p(x) 10 N—
ffla) | -3 -
flo) |1 N 0
. — 1l-e" |
et en +oo :f () T S 0 (pas de FI!)

. Pour minorer I'intégrale, on travaille sur I'intérieur. D’ot peut venir le In? D’ou viendra le %?
Pour tout t € [O n] : t < n donc % <let f% > —= = —1 donc par croissance de I'exp e~ w > e ! et par
_t
positivité de 1+t’ eH’; > e_ll%rt.

Comme les bornes sont croissantes on a alors par intégration,
up > et [ adt = e HIn(1 4+ 1)) = e In(n + 1).

Par comparaison, comme In(n +1) — 400, u, —> +o0.
n——+oo n—-+oo

2. D’apres la partie A. f est continue sur [0, 1] donc fol f () dz existe

3. On fait réapparaitre Pintégrale pour Uy,

o n 1 o n
I'= 0 1+tdt *fo [1T-t_ 1+t

e-""]dt (par linéarité) = [ 1_16;:/" dt.

On pose alors z = L (& t = nz) d'ou dz = Ldi(< dt =ndx) et lesbornes : t =0 =z =0ett=n=az=1

N 11—e* 11—e7 7
dOUI:fo mnd.’ﬂ: Owdx
1 1

Or%zOdoncpourtoutz>O,%+x2x>0 donc 0 < 5 < -

4 ~t+x T
ro< Ty l—e™20
(§] = x car 1 —e .

= 1+x = T sl

n
Par intégration, comme 0 < 1, (toutes les intégraleb existent car la fonction présente dans 'intégrale de

1
droite se prolonge par continuité), 0 < I = 1 ———dz < fo 7d:p = fol f(z)dx
e T

C’est-a-dire : 0 < fon %Hdt —uy < fo f(x)dz.

. Par 3., en calculant l’intégrale on a finalement 0 <In(n+1) —u, < fol f(z)dx

U [y
In(n+1) — ln n+1 0

dou0<1—

1
Comme x)dr € R est une constante par rapport a n, x)dx —> 0 et le théoreme
Jo f(=) par rapp lnn—f—lfo =
Unp n
d’encadrement permet de conclure que 1 — ——— —> 0 c’est-a-dire que ——— — 1
P 4 In(n+ 1) notoo q In(n + 1) n—s4o00

On obtient : u, ~ In(n+1).
n—+00



Exercice 5 Edhec S 2001(éléments de correction)
lLa)k<t<k+1= lerl <3 1< }C et par croissance de 'intégrale (k < k + 1),

fkkﬂ k+1dt < Ji e 1dt < ka Lat d’out le résultat.

n—1 n— —
b)On somme 'inégalité ci-dessus pour 1 <k <n—1: Y k%rl < Z fkﬂ Lat < Z .
k=1 k= k=1

douz < [idt<v, -1

puis vn — 1< [Int]f <v, — 1, d’ott le résultat.

¢) 'encadrement obtenu en b), se réécrit : lnn +1<v,<lnn —|— 1
d’olt pour n > 3 (afin d’avoir lInn > 0), 1 nl — g e <1+ lnn

Le théoréme d’encadrement permet de conclure : 2= — 1 d’ou v, ~ Inn.
Inn n—+o0o

2. a) Poser h:  + (z — 1) — Inz sur RY.. Faire le TV de h : h est dérivable sur RY et A/(z) =1 -1 = =1
donc h admet un minimum en 1 de valeur h(1) = 0. Donc h est positive sur R .

b) wy — Wpp1 = v — NN — v + ln(n +1)= _n-1-1 ln(n_H)
. RN 1
Par allleurs le a) appliqué a x = i1 donne : In (nj_l) < - l=-a1
cad _T+1 1n(n+1) >0, d 0211 le résultat.
¢) In(l+x)— xm (z— % +0(2?) —z(1—z+ 2%+ 0(2?)) = ... = 32 + 0(2?) ~ 127
1
d) wp —wny1 = =g + (1 +2) =In(1+ 1) - 1+/17n ~11
3. a) critere d’équivalence pour les series & termes positifs, série de Riemann convergente (o = 2 > 1).
n—1
b) Comme la série converge, par définition, il existe £ € R tel que Z Wk — Wit 1 —> L.
=1 n—-+oo

Or on reconnailt une somme télescopique d’ou wi — wy, —> { et ﬁnalement w, — —f{+w; €R.

n—-+oo n—-+oo

Donc la suite (w,,) converge.

n2
4. Rappel : Y k? = % ~ % = ”3—3 d’ott 0 < u, ~ -%. Critere d’équivalence .... (3> 1)...

5. a) Mettre au méme dénominateur puis identifier : on trouve a =6 =b et ¢ = —24
2n+1 n
b) partir de van41 —gvn—1= > t— Y g —l=(+5+5+ 5+ 4o +ag) - G+i+..+35;)-1
k=1 k=1

1 1 1
-3 + 5 +..+ 2n—1 2n+1 - Z 2k+1

n+1
¢) par a), Zuk az +bzk+1+cz2k+1 61)”—1—6(2:7)—24(1;2nle 1, - 1)

_7—2
= 6, + 6(vn 1+ n+1) 24v2n+1 + 12vn + 24 = 24(vy, — vap41) +24 — 6577
6. vp — Vapt1 = Wy + 10N — wopt1 —In(2n + 1) = wy, — wopt1 + In(547) = wp — want1 + ln(m)
— y—7+In(1/2) =0—1In2.

n——+oo

Finalement, on obtient Z up — 24(—In2)+24—-6=18—-241In(2)

E—1 n—+oo



