Vrai / Faux sur les intégrales impropres

Pour chaque assertion suivante, précisez si elle est vraie ou fausse. Justifiez votre réponse.

1.

Si une fonction f est continue sur [0, +oo et tend vers 0 en +oo alors I'intégrale [, 2 £(t)dt converge.

. , —+o0 ,
. L’intégrale fo tiadt ne converge pour aucune valeur du réel a.

La fonction ¢t — 1757 étant impaire sur R, on a f dt = 0.

1+ 1+t2

5o 42 19 . . 1
L’intégrale fo zdt diverge car tgrg+ 7= = F00.

. (a) Si l'intégrale f; f(t)dt converge, et 'intégrale f g(t)dt converge alors l'intégrale f (f(t) + g(t))dt converge.
(t)

(b) Si I'intégrale f; f(®)dt diverge, et I'intégrale f g(t)dt diverge alors I'intégrale f (f(t) + g(t))dt diverge.

(c) Si l'intégrale fab f(t)dt converge, et I'intégrale f g(t)dt diverge alors I'intégrale f (f(t) + g(t))dt diverge.

Comme # ~ t% et que les fonctions en jeu sont continues et positives au voisinage de +00, alors les intégrales
OO

f0+°° e dt et f0+°° t%dt sont de méme nature.

ez 42 . 42
L’intégrale O+°O et dt est faussement impropre en +oo, car et — 0€R.
r—+00

Soit f une fonction continue sur R. Si Alim ffA f(t)dt existe, alors I'intégrale fjoooo f(t)dt converge.
—+0o0

Exercices supplémentaires :
Exercice 1: edhec S 2015

Pour tout n € N*, on pose I,, = 1+oo %
1. Vérifier que I,, est une intégrale convergente.
2. Déterminer les réels a et b tels que pour tout x € R\{—1,0} on ait : ﬁ =2 %_h.

. Pour tout n € N, on pose J,, =

En déduire la valeur de I.

Montrer que pour tout entier n > 2, ona:0<1, <3 ( e

En déduire 'existence et la valeur de la limite de I,, quand n tend vers +o0.
a) Pour tout n € N*| calculer I, + I;,41.

b) Montrer que la suite (I,)nen+ est décroissante.

¢)** En déduire un équivalent de I,, puis donner la nature de la série de terme général I,,.

+oo dx
1 z™ (z+1)2"
a) Montrer que .J,, est une intégrale convergente.

b) Calculer J.
a) Pour tout k € N*, exprimer Ji + Ji_1 en fonction de Ij.
n
b) Déterminer alors pour tout n € N*, I'expression de Y. (—1)*~1I; en fonction de J,,.
k=1

¢) Montrer que pour tout entier n > 2,0 < J, < ﬁ et donner la valeur de hm Jn.
71—) oo

d) En déduire que la série de terme général (—1)"~11,, est convergente et donner sa somme.

Compléter les commandes python suivantes afin qu’elles permettent le calcul de I, et J, pour une valeur de n,
supérieure ou égale a 2, entrée par 1'utilisateur.

n=int (input (’entrer une valeur de n supérieure ou égale a 2’));

I,J=np.log(2),1/2 raccourct pour dire I=np.log(2) et J=1/2
J =
for k in range(2,n+1)

I=-—-—-

J= ————-

Exercice 2:

On considere la suite (I,)nen définie par : I, = [,
1.
2.

3.

4.

400 cos(nt)
T dt

Justifier que pour tout n € N| l’integrale I, converge absolument.

Montrer que pour tout n € N, |I <z

400 tsin(nt
_ 2]0 ( )dt

Montrer que pour tout n € N*, AFe2y?

En déduire que la suite (I,,) converge vers 0.



Corrigé Exercice 1 :Edhec S 2015

1 1 1
1. £ —» ———— est continue et positive sur [1,+oo[ et en +o0, ~ . Comme n+1>2 > 1,
x(x+1) a(x+1)  zntl

ez . +oo RN , . . . o
Iintégrale de Riemann fl ﬁdm converge. Le critéere d’équivalence pour les fonctions continues positives
permet de conclure que l'intégrale I,, converge pour tout n de N*.

2. (a) Def—%—%ontirea—b:Oetazl:VxeR\{—l,O}, ﬁ:%—ﬁ
(b) Pour tout A de [1, —|—oo fl x(a;+1 dr = fl 1 — o)de = [Infz| — In |z + 12 = In 5 +In2.
Comme Agrfoo In A+1 = A1—1>I-Eoo 1n(1+1/A) 0, on obtient I; = In 2.

3. Soitn >2.0Ona: Ve>1,x+1>2dou par produit avec z™ > 0, 22" < (x4 1)z" et 0 < m < 2;n.
Par croissance de l'intégrale (toutes ces 1ntegrales convergent puisque la 2e est une intégrale de Riemann, et
qu’on a supposé n > 2), 0 < f;r xn(w+1)dx < f 7o dx.

Oor [ = [ e "de = lim l{ﬂ}A:;d’oﬁVn>2 0< I, < —.
e 12 ASdoo? LD 2(n — 1) -7 T T 2(n—-1)
Comme ngg_lmﬁ =0, le théoréeme d’encadrement permet de conclure que nHToo I, existe et vaut 0.
4. (a) zn(;+1) + w”‘*’l%aﬂrl) = wnﬁgﬂ) = Mlﬂ, donc 1par un czilcul de lintégrale de Riemann analogue & 3.(a) et
+o0

par linéarité de 'intégrale, I,, + I,,41 =

r = —
1 xn+1 n
1

(b) Soit n € N*. & > 1 = 2"t > " =

x"(x +1) 2 i (z 4+ 1)

Par croissance de Uintégrale, I,, > I,, ;1. La suite (I,,)nen+ est décroissante.

400 1—=z

U g e S0

(c) Idée : le 3. donne une bonne majoration de I,,, mais le 0 & gauche est ”grossier”. Pour trouver un équivalent,
il faut un ”bon encadrement”. I1 faut donc chercher une meilleure minoration de I,,.
Par (b) et (a), pour tout n > 2, = =1, + I,41 < I, + I, = 21, (car (I,,) décroissante) d’out ﬁ <1I,.
Avec la majoration du 3. : 5= < I <

Ou regarder I,y — I,

1
2(n—1) —1)
Montrons que I, N— 1<I X 2n < o 71+7 —» 1.Doul, x2n — 1

n—-+oo n——+oo

et finalement, I,, ~ %%

N ’ . s . N 7’ ’ o). . 7 . . 1
Par la regle des équivalents pour les séries a terme général positif, et puisque la série de Riemann ;1%
n_
diverge, la série de terme général I,, diverge.

5. (a) Méme raisonnement qu’en 1. : ﬁ, donc l'intégrale J,, converge pour tout n de N.

— “11A _ 1

(0) Jo= lim [F41¢ =4

6. (a) Soit k € N*. Pour tout z > 1, wk(a}_’_l)g + zk—1(1w+1)2 = wk(ljfl)z = xk(i_,_]_);
d’ou par linéarité, Jy + Jx_1 = I.

1
Tt ™

(b) Soit n € N*. > (=1)*"1I; = 3" (=1)*"Y(Jx + Jr_1). Soit constater ensuite le télescopage (en développant

k=1 k=1
les premiers termes et les derniers), soit poursuivre avec les sommes : = > (=117, + S (=1)*1J,
k=1 k=1
n n— 1
= (DM = Y (D = () = ()T o = (1)
k=1 k=0
1 1
(c) Soitn>2.0na: Vx>1,z+1>2donc (z+1)2>4et0< ———- < -—. Le méme raisonnement
x?(x+1)2 = 4o
qu’en 3. permet de conclure que Vn >2, 0<J, < ———— et lim J,=0.

4( ) n—-+oo

n 1
(d) En passant & la limite dans la relation de 6.(b), on a lim Y (—=1)¥"'I;, = 0+ o car (1)1, =

n—»Hmkzl

In "y 0. Donc la série de terme général (—1)"~11,, converge, sa somme vaut 1/2.
n—-+00

7. 1,J= np.log(2) , 1/2

J =1I-J
for k in range(2,n+1):
I=1/(k-1) -1
=1-1J



Corrigé Exercice 2 :

1 fo:itr CC{T?J ) est continue sur [0, —|—oo[ donc T'intégrale I, est impropre en +o00.

De plus pour tout t > 0, |fn(t)] < 1+t2 < t2 Or l'intégrale fl e t%dt est une intégrale de Riemann convergente,
donc par continuité et positivité des deux fonctions en jeu, et d’apres le critere par comparaison, on en déduit que
I'intégrale f;roo | frn.(t)|dt converge, donc par continuité de |f,,| sur [0, 1], on obtient que l'intégrale f0+oo | fr(t)|dt
converge, cad que l'intégrale I,, converge absolument.

Variante (d’autant plus rapide vu la question 2.!!) :

On s’arréte a la premiére majoration : pour tout ¢ > 0, |f,(¢)] < Ortw— H-% est continue et positive

1-|-t2
sur RT, et avec A > 0, fOA Tedt = [arctan(t)]i = arctan(A) — 0 vl 7 € R. Donc l'intégrale f0+ T dt
converge.
D’apres le critere par comparaison, on en déduit que f0+oo | fr(t)|dt converge, cad que l'intégrale I, converge
absolument.

2. A été fait dans la Varlante de la questlon 1.! En efgret d’apres linégalité triangulaire, comme I,, converge
absolument, |I,,| = \f n(t)dt] < f | fu(t)]dt < [, 1+t2dt
1+t2 doncu = (1+t?)tetu' = —2t(1+t?)"2 =

Avec u,v de classe C! sur RY.

A sin(n A Sin(n sin(n A sim(n
Alors, en posant A >0 : [o° fu(t)dt = £] 1+t2t) 21 t1+t(2)tz =1 (1_£A§)) 20 t(1+t(2)t2).
Or |szn nA)l <

3. IPP, en posant u = 7 et v’ = cos(nt) donc v = L sin(nt).

(1+t2

> —=z — 0 et pour des raisons analogues a la question 1., il est facile de montrer que 'intégrale
T+A4 1+A A too
J~0+oo t( ;Tgb)g) dt converge absolument donc converge (en effet \t(filt(;lt” < tf;)l2 — %)
D’olt par passage & la limite, quand A — 400, I, = 0+ 2 O+°o t(ij_‘g)? dt.

4. On a pour tout n € N, (avec la cv absolue du3detl inegahte triangulaire),

sm(n +OO
|I | < zf 1+£2t)|dt < 2f 0 (1+

converge (cf 3. )
D’apres le théoréme d’encadrement, la suite (I,,) converge bien vers 0.

dt = 5~ ol l'on note ¢ =

1+t2)2 )2 dt € R puisque l'intégrale



